
中国科学 : 数学 2024年 第 54卷 第 2期 : 121∼ 138

SCIENTIA SINICA Mathematica

综 述

英文引用格式: Zhu J, Shu C-W, Qiu J. Development and prospect of high-order WENO schemes (in Chinese). Sci Sin Math,

2024, 54: 121–138, doi: 10.1360/SSM-2023-0236

c⃝ 2023《中国科学》杂志社 www.scichina.com mathcn.scichina.com

高精度 WENO 格式的发展与展望

朱君1, 舒其望2, 邱建贤3∗

1. 南京航空航天大学数学学院, 南京 211106;

2. Division of Applied Mathematics, Brown University, Providence, RI 02912, USA;

3. 厦门大学数学科学学院, 厦门 361005

E-mail: zhujun@nuaa.edu.cn, shu@dam.brown.edu, jxqiu@xmu.edu.cn

收稿日期: 2023-08-23; 接受日期: 2023-11-01; 网络出版日期: 2023-12-15; * 通信作者

国家自然科学基金 (批准号: 11872210 和 12071392) 资助项目

摘要 加权本质无振荡 (weighted essentially non-oscillatory, WENO) 格式是用于求解双曲守恒律方

程和对流占优问题的一类高精度数值方法. WENO 格式设计的思想是在解的光滑区域中获得高阶数

值精度, 而在解的间断附近保持本质无振荡的性质. 以这种思想设计的有限差分和有限体积高精度

WENO格式在计算流体力学等领域中得到了广泛应用. 本文首先回顾WENO格式设计的基本思想和

性质, 简要介绍近年来 WENO 格式研究方面的一些进展, 并阐述 US-WENO (unequal-sized WENO)

格式、MR-WENO (multi-resolution WENO) 格式和 HWENO (Hermite WENO) 格式的构造策略. 此

外, 本文还介绍高精度 WENO 格式在结构网格和非结构网格上的一些进展, 展望这些高精度格式在

多个领域中的应用以及未来的发展趋势.
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1 引言

本文对加权本质无振荡 (weighted essentially non-oscillatory, WENO)格式近年来的研究进展进行

综述, 并对未来进行展望. WENO 格式在本质无振荡 (essentially non-oscillatory, ENO) 格式基础上发

展而来, 是求解双曲守恒律方程和对流占优问题的一类重要的高精度数值格式. 众所周知, 可压缩流

体中广泛存在激波和接触间断, 而这些波系结构存在的区域内的数值解具有较强的间断性. 一些经典

的计算流体力学数值格式无法有效处理这些强间断. 单调格式 [14, 15] 只有一阶精度, 有着非常好的数

值稳定性. 然而一阶格式收敛慢、计算效率低,对于较为复杂的计算网格和多维问题无法有效使用. 虽

然传统的有限差分、有限体积和有限元等高精度格式能提高计算效率, 但会在间断解附近产生虚假振
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荡并破坏数值格式的稳定性. 著名的 Godunov 定理指出只有非线性格式才能在解的光滑区域实现高

阶数值精度并能在解的非光滑区域较好地模拟强间断 (参见文献 [22, 23]). 以全局总变差减少 (total

variation diminishing, TVD) 格式为代表的非线性格式 [26, 55] 可以较好地解决这个问题. TVD 格式一

般是通过设计如最小模数 (minmod)限制器 [26] 来实现非线性格式的有效构造 (参见文献 [38]),能够对

解的不连续区域产生单调的变换并在连续和单调区域中获得高阶数值精度 (参见文献 [56]). 但 TVD

格式会在解的光滑极值点附近产生精度退化到一阶的问题 [55]. Goodman 和 LeVeque [24] 也证明了在

二维情形下 TVD 格式只能达到一阶精度. Shu [72] 建立的全局总变差有界 (total variation bounded,

TVB) 格式尝试利用松弛最小模数限制器的方法来避免光滑极值点附近计算格式数值精度退化的问

题. 但在 TVB 格式的构造中, TVB 常数 M 与问题相关, 需要反复调整参数 M 来获得最佳的计算效

果, 这使得格式的推广应用受到了一定约束.

ENO 格式是由 Harten 等 [27] 提出的一类高精度激波捕捉格式. 该格式通过选择多个候选模板并

利用差商计算候选模板上定义的代数多项式的光滑程度来选取重构多项式. 这样的设计使得 ENO 格

式具有模板自动选择且格式鲁棒性较好,在靠近激波处能有效保持本质无振荡的性质同时在解的光滑

区域不存在精度退化的问题. Shu和 Osher [74, 75] 推广和构造了基于 TVD Runge-Kutta 时间离散的有

限差分高精度 ENO 格式. 此后, 更多学者参与到了高精度 ENO 格式的构造和研究的工作中来, 这使

得 ENO 格式的体系日趋完善而且在实践中得到广泛应用. 虽然 ENO 格式的数值稳定性好且计算精

度较高, 但数值解及其导数在零点附近产生的舍入误差可能会改变模板的选择, 并且由于在相邻点处

模板的改变会导致数值通量不光滑. 此外, ENO格式在进行模板选择时为达到需要的数值精度会产生

很多废弃的模板, 最终只有满足条件的一个模板被采纳并在其上构造相应的代数多项式, 因此这种处

理方式会严重浪费计算机的运行时间和存储资源. 同时在执行效率方面, 由于 ENO 格式的模板选择

程序包含了很多分支型的结构, 因此在实际使用中效率较低且程序书写的规范性较差. 这些问题的存

在严重影响到高精度 ENO 格式的应用和推广, 而高精度 WENO 格式正是基于这些原因发展起来的

一类新型高精度数值格式. 这些 WENO 格式是高精度 ENO 格式的有效扩展, 可以在保持 ENO 格式

良好性质的同时克服上述缺点.

不同于 ENO格式只选择一个最光滑的候选模板, WENO格式使用所有的候选模板组合来进行高

精度空间数值离散. 高精度 WENO 格式构造的关键因素是模板的选择和非线性权的构造. 当所有候

选模板上的多项式都充分光滑时, 非线性权应该与线性权接近, 这样可以从重构多项式的组合中提供

尽可能高的空间离散精度. 当候选模板上的数值解存在强间断而其他模板上的数值解充分光滑时, 间

断区域的模板应该选择较小的非线性权以此来减少对应的重构多项式对数值计算结果的影响,并不出

现伪振荡. Liu 等 [50] 提出了第一个用于求解双曲守恒律方程的三阶有限体积 WENO 格式. 该格式可

以从 k+1阶 ENO格式相同的模板中构造具有 k+2阶数值精度的 WENO格式. Jiang和 Shu [32] 建

立了由 k + 1 阶 ENO 格式相同的模板构造 2k + 1 阶数值精度的 WENO 格式的一般框架. 他们构造

的五阶有限差分WENO格式 (称为WENO-JS格式)在高精度WENO格式的发展史上具有里程碑意

义,并已在多个领域得到了广泛应用. 由于计算网格的拓扑结构不同,因此高精度 WENO格式设计的

一个困难之处在于最优的线性权的计算.在极端情形下,有时会出现线性权为负值或不存在的现象,因

此格式的编程难度较大且鲁棒性较难保持. 而且 WENO 格式在空间高精度数值离散时在多个候选模

板中采用相同个数的信息, 所以为了达到高阶精度需要选择较大的空间模板, 这使得计算开销较大且

空间紧致性较差. 为了提高WENO格式的计算效率,可以使用紧致格式来设计WENO格式 [37]. 但这

种紧致 WENO 格式在强激波或者强间断附近会产生较明显的数值振荡. 为了有效解决这些困难, 杂

交紧致 WENO 格式和加权紧致 WENO 格式被设计出来并已在多个领域取得了较好的应用 (参见文
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献 [1, 17,18,33,53,85]).

间断 Galerkin (discontinuous Galerkin, DG)格式是研究基于多维结构和非结构网格的双曲守恒律

方程时常使用的高精度紧凑型数值格式 (参见文献 [11–13]). Qiu和 Shu [61–63,65] 在设计 DG格式限制

器过程中考虑到格式的紧致性构建了高精度 Hermite WENO (HWENO)格式. 高精度有限差分和有限

体积 HWENO 格式同时利用了数值解的信息和导数信息进行重构, 利用较小的空间模板可实现较高

的数值精度和计算格式的紧致性. Zhu和 Qiu [92, 95] 在经典 WENO 格式的基础上, 提出了非等距空间

模板选取及不同次多项式凸组合的核心构造理念,设计了简便实用且具有高精度的有限差分和有限体

积不等大小WENO (unequal-sized WENO, US-WENO)格式. US-WENO格式可以选择任意和为 1的

正数作为线性权, 并且通过非线性权的凸组合使格式在解的光滑区域达到高阶精度. US-WENO 格式

不仅实现了线性权的任意选择,而且将不等距空间模板应用于 WENO格式的设计,这使 WENO格式

可以更好地应用于非结构网格高精度数值格式的构造研究. US-WENO格式受到国内外一些学者的关

注并在多个研究领域中得到一定应用. Zhao和 Qiu [88] 利用 US-WENO格式构造了一类线性权可以任

意选择的 HWENO 格式, Chunhua Sheng 在由美国国家航空和宇宙航行局 (National Aeronautics and

Space Administration of USA) 资助并由密西西比州立大学开发的航空工程计算平台 U2NCLE 中植入

了 US-WENO格式,葛宁在国产航空发动机叶轮机械内流机理研究及研发的 NUAA-Turbo 2.0软件中

使用了 US-WENO 格式进行空间离散. 第 3 节将介绍 US-WENO 格式的构造及其应用. Zhu 和 Shu
[102,103,105] 在 WENO 格式基础上提出了嵌套模板组合的概念, 在结合低阶算法 (在间断处逐渐降至

一阶精度) 的基础上发展了更具有工程应用潜力的高精度多分辨率 WENO (multi-resolution WENO,

MR-WENO) 格式. 与经典 WENO 格式 [31, 68] 相比, 有限差分和有限体积高精度 US-WENO 格式和

MR-WENO 格式的计算效率有一定提升, 计算机的存储空间占用较少, 是目前已发表文献中空间模板

较少、易于编程实现、收敛性和鲁棒性更优、可拓展至任意高阶数值精度的 WENO 格式.

本文余下内容的安排如下. 第 2 节详细介绍经典 WENO 格式 [32, 73] 的构造并分析 WENO 格式

的性质. 第 3 节介绍利用不等距模板组合构造的高精度 US-WENO 格式. 第 4 节重点介绍嵌套模板

组合概念, 以及如何利用低阶算法实现高阶精度 MR-WENO 格式的构造过程. 第 5 节介绍 HWENO

格式的构造过程. 第 6 节给出高精度 WENO 格式的总结和展望.

2 WENO-JS 格式

本文以一维方程为例介绍有限体积 WENO-JS格式 [32, 73] 的构造过程. 考虑如下的一维标量守恒

律方程: ut + f(u)x = 0,

u(x; 0) = u0(x).
(2.1)

计算网格由以下点构成:

· · · < x 1
2
< x 3

2
< x 5

2
< · · · ,

令 Ii = [xi−1/2, xi+1/2], ∆xi = xi+1/2 − xi−1/2. 假设计算网格是等距分布的, 则记 h = ∆xi. 分片光滑

函数 u(x, t) 在网格 Ii 上的单元平均值为

u(xi, t) =
1

h

∫
Ii

u(x, t)dx, i = . . . , 1, 2, 3, . . .
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对 (2.1) 在 Ii 上积分可得

dū(xi, t)

dt
+

1

h
(f(u(xi+1/2, t))− f(u(xi−1/2, t))) = 0. (2.2)

(2.2) 中的通量 f(u(xi+1/2, t)) 可用数值流通量 f̂i+1/2 近似. 可以得到如下守恒的半离散格式:

dūi

dt
= L(ui) = − 1

h
(f̂i+1/2 − f̂i−1/2), (2.3)

其中 f̂i+1/2 可以使用任意单调数值通量表示, 如 Lax-Friedrichs 通量 [76]

f̂(a, b) =
1

2
[f(a) + f(b)− α(b− a)], (2.4)

其中 α = maxu |f ′(u)|. 数值通量 f̂i+1/2 = f̂(u−
i+1/2, u

+
i+1/2), 其中 u±

i+1/2 可以利用 WENO 重构得到,

具体实现过程如下所示.

本节以五阶有限体积 WENO-JS格式 [32, 73] 为例来阐述高精度空间离散过程. 为了构造重构多项

式, 取如下 3 个小模板:

S1 = {Ii−2, Ii−1, Ii}, S2 = {Ii−1, Ii, Ii+1}, S3 = {Ii, Ii+1, Ii+2}.

简记 Ij 上的单元平均值为 ūj = u(xj , t). 令 p1(x)、p2(x) 和 p3(x) 分别为 3 个模板上的重构二次多项

式, 需要满足条件

1

h

∫
Ii+l+j−3

pl(x)dx = ūi+l+j−3, l = 1, 2, 3, j = 0, 1, 2. (2.5)

这些候选模板上多项式的任意凸组合理论上只有三阶精度.为了在解的光滑区域获得更高的数值精度,

选定包含所有候选模板中网格的大模板 S = {Ii−2, Ii−1, Ii, Ii+1, Ii+2}. 在大模板 S 上构造四次重构多

项式 p(x), 需要满足条件

1

h

∫
Ii+j

p(x)dx = ūi+j , j = −2,−1, 0, 1, 2, (2.6)

且该多项式在 Ii 边界处需要满足

p(xi+1/2) =
3∑

k=1

γkpk(xi+1/2), (2.7)

这里 γk 称为线性权. 因为线性权需要满足上面的关系式, 所以线性权与计算网格的拓扑结构有关并

且不能取任意值. 通过计算可以得到这些多项式在 Ii 边界处的一组线性权为

γ1 =
1

10
, γ2 =

3

5
, γ3 =

3

10
.

Jiang 和 Shu [32] 及 Shu [73] 使用如下定义的光滑指示器来表示重构多项式在目标单元 Ii 上的光

滑程度:

βk =
2∑

l=1

h2l−1

∫
Ii

(
dl

dxl
pk(x)

)2

dx. (2.8)
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对于均匀网格, 3 个光滑指示器的计算结果为

β1 =
13

12
(ūi−2 − 2ūi−1 + ūi)

2 +
1

4
(ūi−2 − 4ūi−1 + 3ūi)

2,

β2 =
13

12
(ūi−1 − 2ūi + ūi+1)

2 +
1

4
(ūi−1 − ūi+1)

2, (2.9)

β3 =
13

12
(ūi − 2ūi+1 + ūi+2)

2 +
1

4
(3ūi − 4ūi+1 + ūi+2)

2.

为了使格式能在解的光滑区域达到五阶精度并在解的强间断区域不出现数值振荡,需要结合线性

权和光滑指示器来设置非线性权. 本文利用线性权和光滑指示器计算非线性权

ωk =
ω̃k∑3
r=1 ω̃r

, ω̃r =
γr

(ϵ+ βr)2
, (2.10)

其中 ϵ为一个很小的正数,一般可以取 10−6 来避免出现分母为 0的情形. 按照这种方法构造的非线性

权形成的重构多项式的凸组合可以在解的光滑区域达到五阶数值精度. 这种做法也可以保证 WENO

格式的计算结果在解的强间断区域具有本质无振荡的性质. 若 3 个小模板上都不存在强间断, 则 3 个

重构多项式在目标单元上都是光滑的,它们的凸组合不论非线性权如何取也都具有本质无振荡的性质.

Balsara 和 Shu [5] 基于这种构造思想在结构网格上得到具有更高数值精度的有限差分 WENO 格式.

上面主要介绍了 WENO-JS 格式的空间离散, 在实际使用中还需要对时间变量进行离散, 即 (2.1)

经过上面的空间半离散后得到常微分方程,还需要使用强稳定性保持 (strong stability preserving, SSP)

Runge-Kutta 方法对其进行时间离散得到 (2.1) 的时空全离散格式. 这类方法中常用的是三阶 TVD

Runge-Kutta 方法 [73]:

u(1) = un +∆tL(un),

u(2) =
3

4
un +

1

4
u(1) +

1

4
∆tL(u(1)), (2.11)

un+1 =
1

3
un +

2

3
u(2) +

2

3
∆tL(u(2)).

公式中的 L(u) 是空间离散算子, 其中共有 3 个算子 L(un)、L(u(1)) 和 L(u(2)) 需要计算. 每个算子的

求解过程对应一次 WENO 重构, 则使用三阶 TVD Runge-Kutta 方法进行时间推进时需要进行三次

重构运算, 这对于一些较为复杂的系统而言, 计算量较大. 此外, 还有一类常用的时间离散方法是 Lax-

Wendroff 方法. 该方法在时间方向上进行 Taylor 展开并反复使用控制方程将展开式中的时间导数转

化为空间导数,最后利用高阶中心差分格式将所有的空间导数离散到对应的数值精度阶. Lax-Wendroff

方法与三阶 TVD Runge-Kutta方法相比,时间离散不需要进行多次重构,但在时间和空间导数的转化

过程中需要计算通量 f(u) 的高阶空间导数. 这种处理过程对于标量方程的计算量不大, 但 f(u) 对于

如 Euler 方程等情形的高阶空间导数的计算较为复杂.

经典的五阶有限差分和有限体积WENO-JS格式 [32, 73] 一经发表就受到国内外众多学者的关注并

被广泛应用于各个研究领域. 在湍流领域, Shahmardi 等 [68] 利用 WENO 格式对含聚合物的湍流管道

流动进行了模拟. Fiévet 等 [21] 对振动非平衡和湍流混合的耦合问题进行了数值分析和研究. Kamath

等 [35] 进行了自由面湍流阻尼 Reynolds 平均 Navier-Stokes (Reynolds-averaged Navier-Stokes, RANS)

方程模拟. Yu和 Lipatnikov [82] 研究了湍流反应流中的表面平均量及其演化方程. Sharma 等 [69] 基于

3 种湍流模型研究了超声速边界层内有壁面传热的湍流流动结构. WENO 格式也被广泛应用在冲击

波、爆炸、化学反应和多尺度流的研究领域. Ou和 Zhai [58] 研究了激波圆柱 (shock-cylinder)的相互作
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用. Vevek等 [77] 分析了双 Mach反射问题的可替代建制 (setup). Hao等 [25] 对非理想流动中的涡面进

行了追踪. Hejranfar 和 Rahmani [28] 模拟了高速可压缩无黏流动中的激波相互干扰问题. Deng 等 [16]

对双后台阶中两个剪切层的相互作用进行了数值模拟. Mo 等 [54] 进行了爆炸分散颗粒材料的介观尺

度研究. Huang 和 Wang [30] 研究了二维自由来流扰动与斜激波的相互作用. WENO-JS 格式 [32,73] 在

超声速和高超声速流动模拟中也有着较好的应用效果. Yang 等 [81] 对超声速横流中的横向射流进行

了数值研究. Huang 等 [29] 研究了高超声速冷壁湍流边界层中的湍流模型. Shi 等 [71] 研究了粗糙元对

高超声速边界层感受性的影响. Li 等 [42] 研究了液体射流在凹腔超声速燃烧室中的分布特性和混合机

理. Ou 和 Chen [57] 对高超声速近连续区平板绕流进行了数值模拟. 除了以上介绍的一些应用以外,

WENO-JS 格式 [32, 73] 在多相多物质流、爆轰、燃烧和火焰, 辐射传输和动理学方程, 流体结构与弹性

分析等领域也有着重要的应用.

为了提高 WENO-JS 格式 [32,73] 的应用效果, 有更多的学者对 WENO-JS 格式 [32, 73] 进行了改进

和提高. 经典的 WENO-JS 格式存在的最大问题就是线性权要根据精度要求来唯一确定, 但有时会出

现负线性权甚至线性权不存在的情形. 而在求解双曲守恒律方程时, 负线性权的出现会导致强间断附

近伪振荡的出现从而导致格式计算的不稳定. 众多学者针对这个问题提出了两类不同的解决方法: 一

类是 Shi 等 [70] 提出的在出现负线性权时通过对 WENO 格式线性权的局部调整, 使得格式仍然保持

稳定不出现伪振荡. Qiu 和 Shu [60] 利用这种方法构建了高阶中心 WENO 格式. Puppo 和 Russo [59]

使用这种技术建立了高阶交错有限差分格式. 另一类处理方法是确保只有正的线性权出现, 但即便在

解的光滑区域也会严重破坏 WENO 格式的高阶数值精度, 这种构造思想主要应用在高维的非结构网

格上. 这两类处理方法并没有从根源上解决线性权为负值或不存在的问题. 最根本的解决方法是消除

线性权对计算网格空间拓扑结构的依赖性, 使其可以选择任意和为 1 的正数. Zhu 和 Qiu [95] 利用非

等距模板设计了高精度有限差分和有限体积 US-WENO 格式, 可以有效实现线性权任取和为 1 的正

数且对计算网格的空间拓扑结构没有要求. 该 WENO 格式在结合了光滑指示器后可以得到新的非线

性权的计算公式, 能在解的光滑区域保持高阶精度且在解的强间断区域保持本质无振荡的性质. 第 3

节将详细介绍一维五阶有限体积 US-WENO 格式的构造和应用.

3 US-WENO 格式

Zhu 和 Qiu [95–99] 基于非等距模板方法发展了一类高精度 US-WENO 格式. 因为 US-WENO 格

式在空间高精度离散时线性权的限制较少, 易于编程实现并且不受计算网格空间拓扑结构的约束, 因

此这种新型 WENO 格式适用于非结构网格、自适应网格和运动网格等上的高精度数值格式的构造和

研究. 本文仍以一维双曲守恒律方程为例, 相关的计算网格剖分、物理量的定义及数值通量的处理方

法与第 2 节相同. 本节介绍一维五阶有限体积 US-WENO 格式的构造过程并分析格式的特点.

本文在模板选择上不同于 WENO-JS 格式 [32,73], 首先选择大模板 S1 = {Ii−2, Ii−1, Ii, Ii+1, Ii+2}
及两个小模板 S2 = {Ii−1, Ii} 和 S3 = {Ii, Ii+1}. 接着在大模板上构造四次多项式 p1(x), 需要满足以

下条件:

1

h

∫
Ii+j

p1(x)dx = ūi+j , j = −2,−1, 0, 1, 2. (3.1)

同理, 可在两个小模板 S2 和 S3 上分别构造线性多项式 p2(x) 和 p3(x), 需要满足以下条件:

1

h

∫
Ii+j

p2(x)dx = ūi+j , j = −1, 0, (3.2)
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1

h

∫
Ii+j

p3(x)dx = ūi+j , j = 0, 1. (3.3)

根据中心 WENO (central WENO, CWENO) 格式 [8, 39,40] 的构造思想, 本文不需要通过 (2.7) 求

得目标单元 Ii 边界点处的最优线性权而是可以选择非零的任意线性权 γ1 及任意线性权 γ2 和 γ3. 然

后将 p1(x) 改写成

p1(x) = γ1

(
1

γ1
p1(x)−

3∑
ℓ=2

γℓ
γ1

pℓ(x)

)
+

3∑
ℓ=2

γℓpℓ(x). (3.4)

为保证空间离散的数值稳定性, 可以要求这些线性权为正数并满足
∑3

ℓ=1 γℓ = 1. 利用 (2.8) 计算可得

3 个模板上的光滑指示器 βl, l = 1, 2, 3. βl 越小, 则多项式 pl(x) 在目标网格 Ii 上越光滑. 具体表达

式为

β1 =
1

144
(ūi−2 − 8ūi−1 + 8ūi+1 − ūi+2)

2

+
1

15600
(−11ūi−2 + 174ūi−1 − 326ūi + 174ūi+1 − 11ūi+2)

2

+
781

2880
(−ūi−2 + 2ūi−1 − 2ūi+1 + ūi+2)

2

+
1421461

1310400
(ūi−2 − 4ūi−1 + 6ūi − 4ūi+1 + ūi+2)

2, (3.5)

β2 = (ūi−1 − ūi)
2, (3.6)

β3 = (ūi − ūi+1)
2. (3.7)

(3.5)–(3.7) 分别进行 Taylor 展开可得

β1 = h2(u′
i)

2 + h4

(
1

12
u′
iu

′′′
i +

13

12
(u′′

i )
2

)
+ h6

(
1043

960
(u′′′

i )2 − 21

320
u′
iu

(5)
i +

7

80
u′′
i u

(4)
i

)
+O(h8), (3.8)

β2 = h2(u′
i)

2 − h3u′
iu

′′
i + h4

(
1

4
(u′′

i )
2 +

5

12
u′
iu

′′′
i

)
+O(h5), (3.9)

β3 = h2(u′
i)

2 + h3u′
iu

′′
i + h4

(
1

4
(u′′

i )
2 +

5

12
u′
iu

′′′
i

)
+O(h5). (3.10)

接着利用线性权和光滑指示器来计算非线性权. 利用上面的 Taylor 展开式 (3.8)–(3.10), 可得β1 − β2 = h3u′
iu

′′
i +O(h4) = O(h3),

β1 − β3 = −h3u′
iu

′′
i +O(h4) = O(h3).

(3.11)

与文献 [6, 9] 一样, 定义

τ =

(
|β1 − β2|+ |β1 − β3|

2

)2

= O(h6). (3.12)

则非线性权定义如下:

ωk =
ω̃k∑3
l=1 ω̃l

, ω̃k = γk

(
1 +

τ

ϵ+ βk

)
, k = 1, 2, 3. (3.13)
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若 ϵ ≪ βk, 则在光滑区域中应用 (3.8)–(3.10) 和 (3.12), 可得

τ

ϵ+ βk
= O(h4), k = 1, 2, 3. (3.14)

这表明在光滑区域中 ωk = γk +O(h4), 即非线性权与线性权基本一致的情形下 WENO 格式可以达到

五阶数值精度. 利用非线性权对多项式进行组合最终可得对应五阶精度的空间离散

u−
i+1/2 ≈ ω1

(
1

γ1
p1(xi+1/2)−

3∑
ℓ=2

γℓ
γ1

pℓ(xi+1/2)

)
+

3∑
ℓ=2

ωℓpℓ(xi+1/2). (3.15)

上面主要介绍了 US-WENO格式的高精度空间离散,在实际使用中还需要使用三阶 TVD Runge-Kutta

方法 [73] 对常微分方程进行时间离散得到全离散格式.

注意, 在上面的构造过程中, 使用通量分裂后的节点值信息 f+
j 替换网格均值 ūj 保持模板上的多

项式表达形式不变, 再利用相同的方法来构造线性权、光滑指示器和非线性权以及时间离散方法就可

以得到相应的五阶有限差分 US-WENO 格式.

通过以上分析可以发现高精度有限差分和有限体积 US-WENO 格式的特点是, 空间离散简单且

容易编程实现, 线性权的取值不再与计算网格的空间拓扑结构有关, 而且能够在解的光滑区域保持高

阶精度. 这些特点使得此格式在多个领域得到应用. Balsara 等 [4] 在 US-WENO 格式的基础上得到了

任意高阶 WENO 格式, 并且构建了非结构网格上的自适应高阶 WENO 格式 [3]. Zhu 和 Qiu [98] 利用

US-WENO 格式构造了基于 Hamilton-Jacobi 方程的有限差分 WENO 格式. Lu 等 [51] 将 US-WENO

格式用于模拟一类特殊的浅水波方程, 获得了较好的数值结果. Dumbser 等 [19] 提出了一类新的任意

高阶精确中心加权 CWENO有限体积格式,用于求解二维、三维空间中固定和移动非结构单形网格上

的双曲守恒律方程. Zhao等 [87,90] 发展了杂交有限差分 WENO格式和有限体积 HWENO格式, 用于

求解双曲守恒律方程. Zhang 等 [86] 利用 US-WENO 格式设计了一种新的六阶有限差分 WENO 格式

来求解分数阶微分方程. Zhu 和 Qiu [98] 基于 US-WENO 格式设计了一个新的五阶有限差分 WENO

格式来逼近 Hamilton-Jacobi方程的黏性数值解.这种新的WENO格式是用一个四次多项式和两个线

性多项式构成凸组合,优点是计算精度高且鲁棒性好,能对 Hamilton-Jacobi方程实现较好的数值模拟

(参见文献 [98]). 有限体积 US-WENO 格式在非结构网格上也有着较好的应用. 例如, Zhu 和 Qiu [99]

将 US-WENO格式构造思想用于三角形网格,设计了三阶和四阶有限体积 WENO格式来求解双曲守

恒律方程. Zhu 和 Qiu [93] 得到一个新的五阶有限体积 US-WENO 格式, 该格式有较好的紧致性和鲁

棒性对于一些稳态问题能够保持良好的收敛性. 此外, Ren 等 [67] 将 US-WENO 格式与高阶快速扫描

方法结合构建了一种新的五阶有限差分 WENO 格式并用于直接求解静态 Hamilton-Jacobi 方程. 为

了节省 WENO 格式高精度空间离散的计算成本, 他们采用了高阶线性格式和高精度 WENO 格式杂

交的方法可以有效提高计算效率并具有较强的鲁棒性.

4 MR-WENO 格式

Zhu 和 Shu [102,103,105] 基于非等距中心嵌套模板方法发展了一类高精度 MR-WENO 格式. 由于

MR-WENO格式在空间离散时使用的一系列不等距空间模板均是中心模板且线性权的选择较简单,易

于编程实现并且不受计算网格的空间拓扑结构的约束, 因此这种新型 WENO 格式特别适用于非结构

网格、自适应网格和运动网格等上的高精度数值格式的构造和研究 (参见文献 [102,103,105]). 本文仍
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以一维双曲守恒律方程为例, 相关的计算网格剖分、物理量的定义及数值通量的处理方法与第 2 节相

同, 不再赘述. 本节将介绍一维有限体积 MR-WENO 格式的构造过程并分析格式的特点.

利用有限体积 MR-WENO 格式对 u−
i+1/2 进行重构. 选取中心模板 Sk = {Ii−(k−1), . . . , Ii+(k−1)},

k = 1, . . . , 5. 在模板上构造多项式 qk(x) 次数分别为 2k − 2 次, 需要满足如下条件:

1

h

∫
Ij

qk(x)dx = ūj , j = i− (k − 1), . . . , i+ (k − 1). (4.1)

文献 [73] 给出 qk(x), k = 1, . . . , 5 的精确表达式. 本文给出与 qk(x) 等价的多项式 pk(x) 的表达式. 这

些多项式需要满足如下条件:

p1(x) = q1(x),

p2(x) =
1

γ2,2
q2(x)−

γ1,2
γ2,2

p1(x),

p3(x) =
1

γ3,3
q3(x)−

γ1,3
γ3,3

p1(x)−
γ2,3
γ3,3

p2(x),

p4(x) =
1

γ4,4
q4(x)−

γ1,4
γ4,4

p1(x)−
γ2,4
γ4,4

p2(x)−
γ3,4
γ4,4

p3(x),

p5(x) =
1

γ5,5
q5(x)−

γ1,5
γ5,5

p1(x)−
γ2,5
γ5,5

p2(x)−
γ3,5
γ5,5

p3(x)−
γ4,5
γ5,5

p4(x).

(4.2)

这里的 γl,k 为线性权, 需要满足
∑k

l=1 γl,k = 1, γk,k ̸= 0, k = 2, . . . , 5. 按照文献 [20,91,95,97,109] 中的

设计思想, 举例如下. 令 γl,k =
γ̃l,k∑k

t=1 γ̃t,k
, 并且 γ̃l,k = 10l−1, l = 1, . . . , k, k = 2, . . . , 5. 则可以得到一组

线性权为

γ1,2 =
1

11
, γ2,2 =

10

11
,

γ1,3 =
1

111
, γ2,3 =

10

111
, γ3,3 =

100

111
,

γ1,4 =
1

1111
, γ2,4 =

10

1111
, γ3,4 =

100

1111
, γ4,4 =

1000

1111
,

γ1,5 =
1

11111
, γ2,5 =

10

11111
, γ3,5 =

100

11111
, γ4,5 =

1000

11111
, γ5,5 =

10000

11111
.

(4.3)

利用 (2.8) 计算定义在不等距中心模板上的多项式的光滑指示器 βk, k = 2, . . . , 5, 其中 β1 的计算方

法为

ς0 = (ūi − ūi−1)
2, (4.4)

ς1 = (ūi+1 − ūi)
2, (4.5)

γ̃0,1 =

1, ς0 > ς1,

10, 其他,
(4.6)

γ̃1,1 = 11− γ̃0,1, (4.7)

γ0,1 =
γ̃0,1

γ̃0,1 + γ̃1,1
, (4.8)

γ1,1 = 1− γ0,1, (4.9)

σ0 = γ0,1

(
1 +

|ς0 + ς1|k

ς0 + ϵ

)
, (4.10)
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σ1 = γ1,1

(
1 +

|ς0 + ς1|k

ς1 + ϵ

)
, (4.11)

σ = σ0 + σ1, (4.12)

这里, k = 1, . . . , 4 分别对应了定义在模板 S2, . . . , S5 上的非齐次多项式, ϵ 定义为某个较小的正数以

避免分母出现 0 的情形. 进一步分析有

β1 =
1

σ2
(σ0(ūi − ūi−1) + σ1(ūi+1 − ūi))

2. (4.13)

定义

τk =

(∑k−1
t=1 |βk − βt|

k − 1

)k−1

, k = 2, . . . , 5. (4.14)

非线性权的计算公式为

ωl,k =
ω̄l,k∑k
t=1 ω̄t,k

, ω̄l,k = γl,k

(
1 +

τk
ϵ+ βl

)
, l = 1, . . . , k, k = 2, . . . , 5. (4.15)

最终可得对应三、五、七和九阶精度的空间离散为

u−
i+1/2 ≈

k∑
l=1

ωl,kpl(xi+1/2), k = 2, . . . , 5. (4.16)

上面主要介绍了 MR-WENO 格式的高精度空间离散, 在实际使用中还需要使用三阶 TVD Runge-

Kutta 方法 (2.11) 对常微分方程进行时间离散得到全离散格式.

注意, 在上面的构造过程中, 使用通量分裂后的节点值信息 f+
j 替换网格均值 ūj 保持模板上的多

项式的表达式不变, 再利用相同的方法构造线性权、光滑指示器和非线性权以及时间离散方法可以得

到相应的三、五、七和九阶有限差分 MR-WENO 格式.

高精度 MR-WENO 格式所用空间模板较少, 因而在非结构网格上具有很大的优势性. 如表 1 所

示, 不论在三角形网格还是四面体网格情形下, 有限体积 MR-WENO 格式都只需要 3 个模板就可以

实现经典的三阶有限体积 WENO 格式多达十几个模板才可以达到的数值精度, 因此编程效率和计算

效率均可得到较大提高.

与经典 WENO 格式相比, 新型有限差分和有限体积 MR-WENO 格式不仅所用空间模板的数量

较少, 而且不依赖于计算网格的空间拓扑结构, 线性权可以取任意和为 1 的正值且与目标单元上的求

积节点无关, 并且在解的光滑区域局部极值点处不降阶. 该格式的重构多项式是不同次多项式的凸组

合, 这样的设计易于编程实现且使格式的收敛性和鲁棒性较好, 可用于单一函数空间或任意混合函数

空间的高精度空间离散并可用于定常问题和非定常问题的高精度数值模拟. 其中 MR-WENO 格式对

于非定常涡结构的捕捉效果较好且激波分辨率更高. 例如, MR-WENO格式对于定常的超声速平板绕

流问题、超声速圆柱绕流问题、跨声速翼型绕流问题和三维外形绕流问题等具有较好的定常收敛性,

表 1 模板数据比较表

网格类型 经典三阶 WENO 格式 三阶 US-WENO 格式 三阶 MR-WENO 格式

三角形网格 9 个模板 5 个模板 3 个模板

四面体网格 17 个模板 6 个模板 3 个模板
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物理量的残差可收敛至机器零附近. 而且高精度有限差分 MR-WENO 格式也可以用于求解一些低密

度、低压强或低能量的极端问题, 如对 LeBlanc 问题、后台阶问题、80 Mach 天体射流问题和 2,000

Mach天体射流问题等都有着较好的高精度数值求解效果.目前 MR-WENO格式已被用于多个领域的

研究,并获得了一些较好的数值计算结果. Li等 [44] 采用 MR-WENO格式建立了求解 Hamilton-Jacobi

方程的高阶任意 Lagrangian-Eulerian (arbitrary Lagrangian-Eulerian, ALE) 有限差分 WENO 格式.

Zhu等 [101] 提出了一种新的高阶有限体积 MR-WENO格式并用于求解三角形网格上的双曲守恒律方

程. Boscheri 和 Balsara [7] 提出了一个守恒的 WENO 自适应阶重构算子并将其应用于显式单步 ALE

间断 Galerkin 方法. Zhu 等 [100] 设计了一种新型 MR-WENO 限制器并用于高阶 Runge-Kutta 间断

Galerkin (Runge-Kutta discontinuous Galerkin, RKDG) 方法的计算. Zhang 等 [83] 利用一阶、三阶和

五阶精度的 3 个嵌套中心空间子模板上的多项式构造了一个新的五阶多分辨率加权紧致非线性格式

(weighted compact nonlinear scheme, WCNS). Wang 和 Zhu [78] 设计了一种新型高阶有限差分多分辨

率三角函数加权本质无振荡 (trigonometric weighted essentially non-oscillatory, TWENO) 格式用于求

解双曲守恒律和一些标准的高频振荡问题. Zhu 和 Shu [105] 在四面体网格上设计了一种新的三阶有限

体积 MR-WENO 格式用于求解双曲守恒律. Zhu 和 Shu [104] 及 Zhu 等 [106] 针对三角形网格上的双

曲守恒律方程设计了带 MR-WENO 限制器的高阶 RKDG 方法. 这个方法是将结构网格上有限体积

MR-WENO格式推广到三角形网格并作为 RKDG方法的一个非线性限制器. Wang等 [80] 在结构网格

上设计了一个新的五阶有限差分MR-WENO格式用于求解一维和二维有源项和无源项的浅水波方程.

Jiang [34] 提出了一种新的有限差分 MR-WENO格式用于求解可能含有非光滑解的非线性退化抛物型

方程. Rehman 等 [66] 构造了求解一维、二维 Ripa 模型的五阶平衡有限体积 MR-WENO 格式. Wang

等 [79] 建立了一类在结构网格上求解双曲守恒律方程的高效和高精度的有限差分嵌套 MR-WENO 格

式. Lu 等 [52] 利用 MR-WENO 格式的设计思想重新考虑求解双曲守恒律方程的数值边界处理方法的

逆 Lax-Wendroff (inverse Lax-Wendroff, ILW)过程, 并提出了一种计算镜像点值的新方法. Zhu等 [108]

在三角形网格上的 RKDG 方法限制器的基础上设计了四面体网格上带有 MR-WENO 限制器的二阶

和三阶 RKDG 方法. Ahmed 等 [2] 发展了五阶有限体积 MR-WENO 格式用于求解恒温半导体器件

的一维非线性黏性量子流体动力学方程. Zhu 等 [100] 利用高阶有限体积 MR-WENO 作为限制器建立

了 RKDG 方法用于定常问题的高精度数值模拟, 以避免经典 WENO 格式可能会出现的伪振荡导致

残差难以收敛到机器零附近. Li 等 [41] 在 HWENO 格式的基础上设计了一种新型高阶有限体积和有

限差分多分辨率 Hermite WENO (multi-resolution Hermite WENO, MR-HWENO) 格式用于求解结构

网格上的双曲守恒律, 这是对传统 HWENO 格式的一种拓展. Cheng 等 [10] 通过引入新的非线性加权

机制改进了三阶混合网格边界和网格节点的 Hermite加权紧致非线性格式 (Hermite weighted compact

nonlinear scheme, HWCNS) 并用于复杂流体的模拟. Lin 等 [47] 针对含有高阶导数并可能存在尖峰解

和强激波的 DP (Degasperis-Procesi) 和 µDP 方程设计了两种具有不等距子模板的有限差分 WENO

格式来处理强间断问题. Kumar 和 Chandrashekar [36] 基于 MR-WENO 格式的设计思想针对 Euler 方

程提出了两种新的多层次格式算法, 在保持精度和分辨率的同时降低计算量. 第一种算法包含了坏网

格的识别程序,在坏网格上使用特征分解的 WENO重构思想,在光滑区域使用特征分解的 WENO重

构思想. 第二个算法是在解的光滑区域使用迎风性的有限差分格式. Li 等 [45] 提出了一类新的高阶快

速多分辨率本质无振荡 (fast multi-resolution ENO, FMRENO) 格式. 格式中包含了一种新的候选模

板的排列策略, 设计了单调性保持 (monotonicity preserving, MP) 限制器并建立了一种新的多分辨率

模板的选择策略. 随着 WENO 格式的广泛应用和快速发展, MR-WENO 格式将会在更多领域中发挥

一定作用并产生一些新的研究成果.
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5 HWENO 格式

Qiu 和 Shu [61–63] 基于 WENO 格式首次发展了一类有限体积 HWENO 格式. 因为有限体积

WENO 格式在计算时随着数值精度的提高需要采用更宽和更大的空间模板, 所以这种空间离散方法

会迅速增大计算开销并导致实际应用中计算程序的执行效率较低. 新型有限体积 HWENO 格式与有

限体积 WENO 格式相比, 在重构时同时考虑了单元平均值和导数的信息, 因此在相同精度的情形下

HWENO格式空间模板更紧致且使物理边界条件的处理更加容易,同时也使数值解在计算区域内具有

更高的激波分辨率. 下面以一维标量守恒律方程为例来简要介绍有限体积 HWENO 格式的构造流程.

令 v = ux, 则 g(u, v) = f ′(u)ux = f ′(u)v. 对 (2.1) 求导后有

ut + f(u)x = 0, u(x, 0) = u0(x),

vt + g(u, v)x = 0, v(x, 0) = v0(x).
(5.1)

定义网格上的单元平均值为

ui(t) =
1

h

∫
Ii

u(x, t)dx, vi(t) =
1

h

∫
Ii

v(x, t)dx. (5.2)

进一步地, 可得如下守恒形式:


dui

dt
= − 1

h
(f̂i+1/2 − f̂i−1/2),

dvi
dt

= − 1

h
(ĝi+1/2 − ĝi−1/2),

(5.3)

数值通量为

f̂i+1/2 = f̂(u−
i+1/2, u

+
i+1/2), (5.4)

ĝi+1/2 = ĝ(u−
i+1/2, u

+
i+1/2; v

−
i+1/2, v

+
i+1/2), (5.5)

其中 u±
i+1/2 和 v±i+1/2 是点值 u(xi+1/2, t)和 v(xi+1/2, t)的数值近似. 利用 Lax-Friedrichs方法进行通量

分裂:

f̂(a, b) =
1

2
[f(a) + f(b)− α(b− a)], (5.6)

ĝ(a, b; c, d) =
1

2
[g(a, c) + g(b, d)− α(d− c)], (5.7)

其中, α = maxu∈D |f ′(u)|, D = [min(a, b),max(a, b)]. 为了得到数值通量的高阶近似, 用 {ūi, v̄i} 重构
点值 {u±

i+1/2, v
±
i+1/2}.

利用 {ūi, v̄i}来重构 u−
i+1/2. 取小模板 S0 = {Ii−1, Ii}、S1 = {Ii, Ii+1}和大模板 S = {Ii−1, Ii, Ii+1},

利用模板上的单元平均值和导数的单元平均值重构 3 个二次多项式 p0(x)、p1(x)、p2(x) 和 1 个四次
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多项式 p(x). 这些多项式需要满足以下条件:

1

h

∫
Ii+j

p0(x)dx = ui+j , j = −1, 0,
1

h

∫
Ii−1

p′0(x)dx = vi−1,

1

h

∫
Ii+j

p1(x)dx = ui+j , j = 0, 1,
1

h

∫
Ii+1

p′1(x)dx = vi+1,

1

h

∫
Ii+j

p2(x)dx = ui+j , j = −1, 0, 1,

1

h

∫
Ii+j

p(x)dx = ui+j , j = −1, 0, 1,
1

h

∫
Ii+j

p′(x)dx = vi+j , j = −1, 1.

(5.8)

由关系

p(xi+1/2) =
2∑

j=0

γjpj(xj+1/2) (5.9)

可确定最优的线性权为

γ0 =
9

80
, γ1 =

21

40
, γ2 =

29

80
. (5.10)

应用第 2 节中介绍的 WENO-JS 格式 [32, 73] 中计算光滑指示器和非线性权的公式可得 u−
i+1/2 的

高阶近似为

u−
i+1/2 ≈

2∑
j=0

ωjpj(xi+1/2). (5.11)

利用 {ūi, v̄i}来重构 v−i+1/2. 取小模板 S0 = {Ii−1, Ii}、S1 = {Ii, Ii+1}和大模板 S = {Ii−1, Ii, Ii+1},
利用模板上的单元平均值和导数的单元平均值重构 3 个三次多项式 q0(x)、q1(x)、q2(x) 和 1 个五次

多项式 q(x). 这些多项式需要满足以下条件:

1

h

∫
Ii+j

q0(x)dx = ui+j ,
1

h

∫
Ii+j

q′0(x)dx = vi+j , j = −1, 0,

1

h

∫
Ii+j

q1(x)dx = ui+j ,
1

h

∫
Ii+j

q′1(x)dx = vi+j , j = 0, 1,

1

h

∫
Ii+j

q2(x)dx = ui+j , j = −1, 0, 1,
1

h

∫
Ii

q′2(x)dx = vi,

1

h

∫
Ii+j

q(x)dx = ui+j ,
1

h

∫
Ii+j

q′(x)dx = vi+j , j = −1, 0, 1. (5.12)

可确定最优的线性权为

γ′
0 =

1

18
, γ′

1 =
15

18
, γ′

2 =
2

18
. (5.13)

在计算光滑指示器和非线性权后得到 v−i+1/2 的高阶近似为

v−i+1/2 ≈
2∑

j=0

ω′
jq

′
j(xi+1/2). (5.14)
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再利用显式 SSP Runge-Kutta 方法离散常微分方程 (5.3), 可以得到 (5.1) 的全离散格式.

与经典 WENO 格式 [32, 73] 相比, 高精度有限体积 HWENO 格式因为采用单元平均值和导数的单

元平均值, 所以可在实现相同数值精度时采用较少的空间单元个数, 因此模板非常紧凑且数值误差较

小并适用于对复杂流体的高精度数值计算.近年来, Qiu和 Shu [65] 提出的 HWENO格式在工程领域中

得到了广泛应用并针对各种实际需要进行了改进和优化. 由于在数值解的强间断附近导数值会出现激

烈的变化, Zhu 和 Qiu [92] 采用一种新的导数重构方法能较好地解决原来的 HWENO 格式不能求解双

Mach 反射问题和前台阶问题等难点. Liu 和 Qiu [48,49] 在有限体积 HWENO 格式的基础上构造了一

类有限差分 HWENO格式. Zhao等 [87] 采用杂交的 HWENO格式来修正间断点附近的一阶矩并在光

滑区域使用高阶线性格式求解 Euler方程. Zhao和 Qiu [88] 利用 US-WENO格式的构造思想对杂交的

HWENO格式进行了改进. Li等 [41] 基于 MR-WENO格式的框架利用中心空间模板的层次结构,构造

了一类新型多分辨率 HWENO 格式. Zhang 和 Zhao [84] 针对一维和二维双曲守恒律方程提出了一种

结合限制器的五阶有限差分 HWENO 格式. HWENO 格式作为一种新型高精度激波捕捉格式在高精

度数值格式限制器的设计中有着较好的运用. Qiu和 Shu [65] 最初提出的有限体积 HWENO格式就是

用于 DG 方法的非线性限制器的构造. 根据守恒型方程中物理量需要保持守恒性的要求, 需要确保坏

单元 (troubled-cell)上数值解的单元平均值不变的同时保证修正过的数值解与原有的 DG方法的数值

解在光滑区域具有相同的数值精度且在强间断附近保持本质无振荡的性质. 近年来, Qiu、Shu 和 Zhu

一直致力于 DG 方法的高精度限制器的研究工作, 提出并发展了一系列兼具高精度、强稳健和空间紧

致特性的 WENO 限制器 [61, 62, 64, 91, 94, 98, 101, 102, 106–109]. 此外, 高精度 HWENO 格式在气体动

理学格式 (gas-kinetic scheme, GKS) 中也有着较好的应用: Ji 等 [31] 针对 Euler 方程和 Navier-Stokes

方程利用 HWENO限制器构造了紧致的四阶 GKS格式; Li等 [43] 设计了带有 HWENO限制器的五阶

紧致 GKS 格式用于求解可压缩流 Euler 方程. HWENO 格式也被用于解决一些特殊的流动问题: Lin

等 [46] 利用 HWENO 格式发展了一种高阶残差分布方法来求解稳态守恒律问题; Zhao 和 Zhang [89]

提出了一个平衡的五阶有限差分 HWENO 格式并用于求解预平衡形式下具有非平底地形的浅水波方

程. HWENO 格式在这些高精度数值格式的构造和工程应用中均取得了较好的效果.

6 结论

本文阐述了高精度WENO格式的发展历史并简单回顾了经典WENO格式 [32, 73] 的构造策略,分

析了高精度 US-WENO 格式 [95–99]、MR-WENO 格式 [102,103,105] 和 HWENO 格式 [61–63] 的构造步骤,

讨论了这些新型高精度 WENO 格式在不同领域中的应用. 这些新型 WENO 格式可以在多维情形下

保持物理量的守恒性和计算格式的鲁棒性,可以在解的光滑区域保持计算格式的高阶数值精度同时在

强激波或接触间断区域保持本质无振荡的性质. 这些 WENO 格式具有较强的大规模工程应用前景,

能在结构网格、非结构网格、混合网格、运动网格和自适应网格等情形下灵活使用, 且对计算网格的

质量要求较低, 易于编程实现, 非常适用于求解同时包含强激波或其他不连续性和复杂光滑波系结构

的问题. 这些高精度 WENO 格式已经广泛应用于计算流体力学、磁流体力学、计算宇宙学、半导体

器件模拟、交通流模型和计算生物学等领域并具有较广泛的军事和工程应用前景. 高精度 WENO 格

式的未来发展在算法方面更注重执行效率以及在军用和商用软件中的实际应用性, 易编程实现, 易操

作性, 能更好地处理复杂流体问题 (如稀薄流和湍流问题等). Zhu 等近期已经在 WENO 格式研究上

取得一些新的进展, 在高精度 WENO 格式的新型混合策略、新型保正性策略和 MR-WENO 格式的
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自适应线性权等研究方面上也有一些成果,这些新的思想和方法将会推动高精度有限差分和有限体积

WENO 格式在更多工程领域中具有较好的应用前景.
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Development and prospect of high-order WENO schemes

Jun Zhu, Chi-Wang Shu & Jianxian Qiu
Abstract The weighted essentially non-oscillatory (WENO) schemes are high-precision numerical methods for
solving hyperbolic conservation laws and convection-diffusion equations. The design idea of such WENO schemes
is to obtain arbitrary high-order numerical accuracy in smooth regions while maintaining essentially non-oscillatory
(ENO) properties near the discontinuities of the solution. The finite difference and finite volume WENO schemes
designed with this idea have been widely used in computational fluid dynamics and other fields. In this paper,
we first review the basic idea and nature of WENO schemes, briefly introduce some progress of WENO schemes
in recent years, and elaborate on the US-WENO (unequal-sized WENO) schemes, MR-WENO (multi-resolution
WENO) schemes, and HWENO (Hermite WENO) schemes, respectively. Finally, the research progress of high-
order WENO schemes is introduced on structured and unstructured meshes. The application of these high-order
WENO schemes in many fields and the development trend in the future are proposed.

Keywords computational fluid dynamics, ENO scheme, WENO scheme, US-WENO scheme, MR-WENO

scheme, HWENO scheme
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