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加权本质无振荡方法综述

邱建贤,熊 涛*

(厦门大学数学科学学院,福建 厦门361005)

摘要:高精度加权本质无振荡(weightedessentiallynon-oscillatory,WENO)格式是求解可压缩双曲守恒律的一类重要

的数值格式.它基于有限差分和有限体积两类框架,通过不同模版的非线性加权组合来实现对激波等间断解的高分辨

率数值模拟,并克服虚假的数值振荡.近些年来,基于非等距模板和改变加权组合方式从而提高 WENO格式的鲁棒性

和计算效率,高维问题结构和无结构网格的可拓展性,和对稳态问题的快速低残差收敛性仍是WENO格式设计的热门

研究课题.同时将WENO格式和高阶显隐(implicit-explicit,IMEX)Runge-Kutta时间离散格式结合,应用于极端条件下

的复杂流动问题的高效稳健数值模拟也是一个非常活跃的研究方向.我们开展了一系列的高精度 WENO格式的设计

和应用的研究,包括设计了大小非等距模板任意正线性权组合的新型 WENO-ZQ格式,基于Hermite插值或重构的

HermiteWENO(HWENO)格式,和对全速域欧拉、浅水波等方程组一致稳定的渐近保持 WENO格式等,大大增强了

WENO型格式的灵活性,也丰富了WENO格式的应用领域,将在国防工程、航空航天、天体物理、大气海洋等领域有广

阔的应用前景.
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1 预备知识

加权 本 质 无 振 荡 (weightedessentiallynon-
oscillatory,WENO)格式是求解双曲守恒律方程的一

类重 要 高 精 度 数 值 格 式.它 是 在 本 质 无 振 荡

(essentiallynon-oscillatory,ENO)格式基础上发展而

来.这类格式通过不同模板的非线性加权组合,来有

效克服间断解附近的数值伪振荡,同时实现对间断解

的高分辨率捕捉和对光滑解的高精度求解,在国防工

程、航空航天、天体物理、大气海洋等领域获得了广泛

的应用.
WENO格式主要是针对标量双曲方程和双曲方

程组来设计,通常采用守恒有限差分或有限体积离散

两种框架.在有限差分框架下,数值解是定义在网格

中心的格点值,而在有限体积框架下,数值解是定义

在每个单元的单元平均值.通过点值或者平均值进行

数值流通量重构,得到空间导数算子的守恒差分离散

近似.时间离散上,WENO格式一般采用强稳定保持

(strongstabilitypreserving,SSP)的显式高阶多层

Runge-Kutta方法,这样就得到了一个全离散的数值

格式.这种先空间离散,再时间离散的格式,通常称为

直线型方法(methodoflines),是求解双曲守恒律方

程的一种非常常用的框架.1994年Liu等[1]提出了第

一个三阶精度的有限体积 WENO格式.1996年Jiang
等[2]将其拓展到有限差分格式并给出了一个一般框

架,能由任意(k+1)阶精度的小模版凸组合得到(2k
+1)阶的高阶近似.文献[2]中提出的五阶有限差分

格式是后来应用最为广泛的有限差分 WENO格式.
相比有限体积WENO方法,有限差分 WENO方法基

于逐维重构,能方便推广到高维问题,但有限差分方

法只能采用一致均匀网格,因此对二维三角网格及更

高维问题的非结构网格算法,仍然优先选择有限体积

WENO格式.
WENO格式提出以后,由于在大多情况下能获得

高精度且稳定的解,获得了很多的应用[3],也激发了

众多学者进一步改进和优化 WENO格式的构造,其
中典型的工作包括:1)改进 WENO格式非线性权避
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免在极值点附近的掉阶现象[4-8];2)克服WENO格式

在一般单元点出现负线性权的问题[9-10];3)发展更高

阶WENO格式[11-13];4)采用非等距子模板代替等距

子模板[14-15];5)基于Hermite型或其他紧致型多项式

重构的 WENO格式[16-24];6)WENO格式在对流扩

散、Hamilton-Jacobi等其他类型方程中的应用[25-28];
7)基于Lax-Wendroff、半拉格朗日和隐式等时间离

散的 WENO型格式[29-36];8)保正保界等保结构

WENO型格式研究[37-44],等等.关于 WENO格式更

多的介绍,可参考文献[45-46].
近些年来我们在非等距模板 WENO型算法和

HermiteWENO(HWENO)型算法等方面,展开了系

列研究,构造了一类简便易实施、稳健高鲁棒、一致高

精度且收敛性优异的实用新型 WENO(WENO-ZQ)
算法和一类利用导数或矩信息的稳健、紧致、具有更

高分辨率的HWENO型算法.另外一方面,将 WENO
型方法和显隐时间离散方法结合应用到全马赫数流

多尺度双曲方程组,拓展 WENO型方法的应用范围,
我们也取得了一些成果.

2 实用新型 WENO算法方法简述

针对经典的 WENO方法(WENO-JS)线性权依

赖于网格拓扑结构以及重构点,使得其线性权可能出

现负值或不存在或求解繁琐,难以实际应用于工程复

杂流动问题(特别是高雷诺数粘性流动问题)的弊端,
Zhu等[21-22,47-48]构造了一类简便易实施、稳健高鲁棒、
一致高精度且收敛性优异的 WENO-ZQ算法.相较于

WENO-JS方法,新型算法打破 WENO-JS方法等单

元数空间模板构造的壁垒,其线性权可任取和为1的

正数且不依赖于网格拓扑,极大地简化了构造步骤和

计算流程,解决了制约 WENO类算法工程化应用的

若干瓶颈问题.该新型算法和理论已实际应用于核科

学的数值模拟及飞行器设计中.相比于 WENO-JS方

法,WENO-ZQ方法具备以下优良特性:
1)空间重构多项式的线性权可任取和为1的正

值,减少了对网格拓扑的紧密依赖,而WENO-JS方法

的线性权的确定需要求解复杂繁琐的线性代数方程

组.该方法可以显著提高计算效率和稳健性,降低编

程难度,减少计算机存储量,且更便于应用到自适应

网格 和 任 意 拉 格 朗 日-欧 拉 (arbitraryLagrange-
Euler,ALE)方法等复杂网格体系中.
2)空间模板更为紧致,计算量更小.如:同等设计

三阶 精 度,在 三 角 形 网 格 上,WENO-JS 方 法 与

WENO-ZQ方法所需的空间模板中单元数分别为9
个和5个;而在三维非结构四面体网格上,改进的效

果更为显著,所需模板单元数由17个减少至6个.
3)在计算定常问题时具有优异的收敛性能.

WENO-JS方法的残差始终徘徊在10-3左右,而
WENO-ZQ方法的平方根残差可以收敛到10-13左
右,确保了数值解的可靠性.
4)具有一定的保正性质.WENO-ZQ方法无需添

加保正限制器即可有效地处理低密度、低压强和低能

量等极端问题.

2.1 WENO格式

下面我们以一维方程为例,简要介绍 WENO格

式的构造.考虑一维标量守恒律方程

ut+f(u)x =0,
u(x,0)=u0(x). (1)

假设点xi 是单元Ii =[xi-12
,xi+12

]的中心.为方

便起见,定义单元长度为h=hi =xi+12 -xi-12.对式

(1)在单元Ii 上积分,得到

du-(xi,t)
dt +1h

(f(u(xi+1/2,t))-

 f(u(xi-1/2,t)))=0. (2)
我们利用数值流通量f

∧

i+1/2 逼近式(2)中的通量

f(u(xi+1/2,t)),得到以下守恒的半离散格式:

du-i(t)
dt =L(ui)=-1h

(f
∧

i+1/2-f
∧

i-1/2), (3)

其中u-(xi,t)= 1h∫
xi+1/2

xi-1/2
u(ξ,t)dξ是解u 的单元平均

值,数值流通量f
∧

i+1/2=f
∧

(u-
i+1/2,u+

i+1/2),而u±
i+1/2 将通

过WENO重构得到.数值流通量f
∧

(u-
i+1/2,u+

i+1/2)可采

用任意的单调数值流通量,常用的有Lax-Friedrichs
流通量:

f
∧

(a,b)=12
[f(a)+f(b)-α(b-a)], (4)

这里α=maxu|f'(u)|.如果我们重构的u±
i+1/2满足条

件u±
i+1/2=u(xi+1/2,t)+O(hr),那么式(3)是式(2)的

r阶逼近.而半离散格式(3)可以写成常微分方程组

dU(t)
dt =L(U),我们可以采用显式SSPRunge-Kutta

方法离散该常微分方程组,从而得到式(1)的全离散

格式.

2.2 WENO重构

下面我们以五阶精度为例,描述 WENO-JS方法

和WENO-ZQ方法重构的过程.
1)重构模板的选取

·089·
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(i)WENO-JS:选取3个等距小模板S0={Ii-2,
Ii-1,Ii},S1={Ii-1,Ii,Ii+1},S2={Ii,Ii+1,Ii+2},及大

模板S3={S0,S1,S2}={Ii-2,Ii-1,Ii,Ii+1,Ii+2}.
(ii)WENO-ZQ:选取两个小模板S4={Ii-1,Ii},

S5={Ii,Ii+1},及大模板S3.
2)重构逼近多项式

(i)WENO-JS:在3个小模板Sk,k=0,1,2上分

别重构二次多项式qk(x),k=0,1,2,并在大模板S3
重构一个四次多项式q3(x),使得

1
h∫Ij

qk(x)dx=u-j,j=i-2+k,…,i+k,

  k=0,1,2; (5)
1
h∫Ij

q3(x)dx=u-j,j=i-2,…,i+2. (6)

(ii)WENO-ZQ:在两个小模板Sk,k=4,5上分

别重构线性多项式q4(x)和q5(x),使得

1
h∫Ij

qk(x)dx=u-j,j=i-5+k,i-4+k,

 k=4,5. (7)
3)计算光滑指示器βj,j=0,…,5,用于衡量在单

元Ii 中代数多项式qj(x)的光滑程度.光滑指示器βj

越小,单元中的代数多项式qj(x)越光滑,我们统一使

用Jiang等[2]给出的公式计算光滑指示器:

βj =∑
k

l=1∫Ii
h2l-1 ∂

l

∂xlqj(x)  2dx,j=0,…,5, (8)

其中k是对应的多项式qj(x)的次数.光滑指示器βj

常被写成u-l,l=i-2,…,i+2的线性组合的二次方

形式[2,11,47].
4)计算线性权

(i)WENO-JS:在不同的重构点xG,比如xG =
xi+1/2上计算γ0,γ1,γ2使得

q3(xG)=γ0q0(xG)+γ1q1(xG)+γ2q2(xG),(9)
这里的线性权γ0,γ1,γ2 依赖于网格的拓扑关系及重

构点xG.由于式(9)需对任意的函数u都成立,因此,
式(9)演变为关于3个线性权的一个具有5个方程的

线性方程组.对于均匀网格即hi =h,该方程组具有

唯一解,3个线性权均为正数,且3个线性权的和等于

1.但对于非均匀网格的情况,该方程组依赖于网格的

拓扑结构,其解有可能出现负数,甚至不存在.在实际

应用中,为了格式的稳定性,要求线性权均为正数,为
了保障线性权均为正数,就要求网格剖分要接近于均

匀剖分.
(ii)WENO-ZQ:可以选取任意的正的线性权γ3,

γ4,γ5,仅要求γ3+γ4+γ5=1,然后将q3(x)改写为

q3(x)=γ3 1γ3q3
(x)-γ4

γ3q4
(x)-γ5

γ3q5
(x)  +

 γ4q4(x)+γ5q5(x). (10)
5)计算非线性权

(i)WENO-JS:利用所求的线性权和指示器计算

非线性权ωl,l=0,1,2[2]:

ωl = ω-l
∑2

k=0ω
-
k

,ω-l = γl
(βl+ε)2

,l=0,1,2,(11)

其中ε是一个很小的正数,比如取ε=10-6,其作用是

可避免在非线性权的计算过程中出现分母为零.
(ii)WENO-ZQ:利用所求的线性权和指示器计

算非线性权ωl,l=3,4,5[21,47]:首先定义τ为β3,β4和

β5之间差距的绝对值

τ=(|β3-β4|+|β3-β5|)2,
从而

ωl = ω-l
∑5

k=3ω
-
k

,ω-l =γl 1+ τ
ε+βl  ,l=3,4,5.

(12)
6)计算最终重构点值:
(i)WENO-JS:将式(9)中的线性权替换为非线

性权(11),我们得到逼近u(xG,t)的重构点值.比如

xG =xi+1/2时,我们得到

u-
i+1/2=ω0q0(xi+1/2)+ω1q1(xi+1/2)+ω2q2(xi+1/2).
(ii)WENO-ZQ:将式(10)中的线性权替换为非

线性权(12),我们得到u(x,t)在单元Ii 的逼近多项

式Q(x):

Q(x)=ω3 1γ3q3
(x)-γ4

γ3q4
(x)-γ5

γ3q5
(x)  +

 ω4q4(x)+ω5q5(x),
当x=xi+1/2或x=xi-1/2时,我们分别得到:

u-
i+1/2=Q(xi+1/2),u+

i-1/2=Q(xi-1/2).
在这里我们可以看到,WENO-JS重构过程中,对

于每个重构点,我们都需要计算一组线性权以及相应

的非线性权,而 WENO-ZQ重构过程中,我们则仅计

算一次非线性权,从而得到在单元Ii 的逼近多项式

Q(x),最后利用逼近多项式求出每个重构点的逼

近值.

3 HermiteWENO方法简述

在设计更高精度的 WENO格式时,必须使用更

宽的重构模板,这给该方法的应用带来了一定的困

难.因此,为了平衡WENO格式的精度与重构模板的

紧致性之间的矛盾,Qiu等[49-50]基于WENO格式首次

发展了一类五阶的新型有限体积格式,并命名为

HermiteWENO(HWENO)格式.该格式的主要思想

·189·
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便是在重构数值流通量时同时使用了数值解及其导

数的信息,因此在实现相同精度的情形下,HWENO
格式更加紧致,而更紧致的模板会使边界更容易处

理,同时也会使格式具有更高的分辨率.初始的

HWENO格式[49-50]首先对原方程(组)的空间自变量

求导,得到一个关于原函数导数的方程(组),进而利

用原方程(组)和辅助方程(组)分别得到的函数值本

身和它的一阶导数,从而利用Hermite插值方法得到

预期设计精度的HWENO格式.相比于需要5点信息

的经典五阶 WENO格式,我们提出的五阶HWENO
方法只需3个点.可以看出新的HWENO格式在保证

数值精度的同时减少了所需单元信息,较好地保证了

数值方法的紧凑性,并且在激波附近具有无振荡特性

和高分辨率.但是由于微分方程的解存在间断,从而

在解间断的附近导数会出现激烈的变化,导致其在模

拟一些标准算例时(如双马赫问题和前台阶问题)仍

然存在一些问题,该问题后来被Zhu等[19]通过使用另

外一类重构导数项的方法解决.之后,Liu等[20,51]构造

了一类有限差分HWENO格式,但是其必须使用额外

的流通量保正限制器以保持格式的稳健.在2020年,
Zhao等[52]利用间断Galerkin有限元的限制器以修正

间断点附近的一阶矩,在光滑区域使用高阶线性逼

近,在间断网格上通过HWENO重构修正一阶矩.后
来,Zhao等[23]改进了上述混合 HWENO格式,采用

WENO-ZQ的构造思想,利用了高次多项式中附加几

个低次多项式的非线性凸组合,而线性权可以取为和

等于1的任意正数.最近,Li等[15,53]基于多分辨率

WENO格式[54]的框架,构造了一类新型的多分辨率

HWENO格式.该格式在重构过程中利用了中心空间

模板的层次结构,同时线性权也可以取为和等于1的

任意正数.与以往的HWENO格式相比,这类多分辨

率HWENO格式有以下优点:首先是在重构之前无需

修正目标单元的一阶导数值或使用任何保正通量限

制器,可以稳定的模拟一些具有强激波的数值例子;
第二,对于一维和二维情况,CFL数都可以取为0.6,
而在文献[20,51]中CFL数只能取为0.2.同时,这类

多分辨率HWENO格式还可以在光滑区域获得最佳

的高阶精度,并在间断附近保持数值无振荡.

3.1 HermiteWENO格式

令v=ux,则式(1)对x求导之后可得

ut+f(u)x =0,u(x,0)=u0(x),
vt+g(u,v)x =0,v(x,0)=v0(x). (13)

分别记u和v在单元Ii 上的平均值为

u-i(t)=1h∫Ii
u(x,t)dx,

v-i(t)=1h∫Ii
v(x,t)dx,








 (14)

然后在目标单元Ii 上对式(13)进行积分,得到如下积

分形式:
du-i(t)
dt =-1h

(f(u(xi+1/2,t))-

 f(u(xi-1/2,t))),

dv-i(t)
dt =-1h

(g(u(xi+1/2,t),v(xi+1/2,t))-

 g(u(xi-1/2,t),v(xi-1/2,t))).














(15)
接着引入如下的半离散守恒格式去逼近式(15):

du-i(t)
dt =-1h

(f
∧

i+1/2-f
∧

i-1/2),

dv-i(t)
dt =-1h

(g
∧

i+1/2-g
∧

i-1/2),








 (16)

其中数值流通量f
∧

i+1/2和g
∧

i+1/2定义为

f
∧

i+1/2=f
∧

(u-
i+1/2,u+

i+1/2),

g
∧

i+1/2=g
∧(u-

i+1/2,u+
i+1/2;v-

i+1/2,v+
i+1/2), (17)

这里u±
i+1/2和v±

i+1/2分别是通过重构得到的u(xi+1/2,t)
和v(xi+1/2,t)的左右极限值.在这里我们依然采用

Lax-Friedrichs通量:

f
∧

(a,b)=12
[f(a)+f(b)-α(b-a)],

g
∧(a,b;c,d)=12

[g(a,c)+g(b,d)-

 α(d-c)].













(18)

与WENO格式相同,我们采用显式SSPRunge-
Kutta方法离散该常微分方程组(16),从而得到方程

组(13)的全离散格式.

3.2 HWENO重构

下面简要介绍经典的HWENO方法[49](HWENO-
QS)和多分辨HWENO方法[15](HWENO-LSQ)重构

u±i+1/2和u±i+1/2过程.这部分重构过程是HWENO格式

的核心组成部分.
1)重构模板的选取

(i)HWENO-QS:选取3个小模板S0 = {Ii-1,
Ii},S1={Ii,Ii+1}及大模板S2={Ii-1,Ii,Ii+1}.

(ii)HWENO-LSQ:选取嵌套模板T0={Ii},T1=
{Ii-1,Ii,Ii+1}.
2)重构逼近多项式

(i)HWENO-QS:在模板Sk,k=0,1,2上分别重

构二次多项式pk(x),k=0,1,2,并在大模板S2 重构
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一个四次多项式p3(x),使得

1
h∫Ii-1

p0(x)dx=u-i-1,

1
h∫Ii

p0(x)dx=u-i,

1
h∫Ii-1

p'0(x)dx=v-i-1;

1
h∫Ii

p1(x)dx=u-i,

1
h∫Ii+1

p1(x)dx=u-i+1,

1
h∫Ii+1

p'1(x)dx=v-i+1;

1
h∫Ii-1

p2(x)dx=u-i-1,

1
h∫Ii

p2(x)dx=u-i,

1
h∫Ii+1

p2(x)dx=u-i+1;

1
h∫Ii+j

p3(x)dx=u-i+j,j=-1,0,1,

1
h∫Ii+j

p'3(x)dx=v-i+j,j=-1,1.

同时,在模板Sk,k=0,1,2上分别重构三次多项

式pk(x),k=4,5,6,并在大模板S2重构一个五次多

项式p7(x),使得

1
h∫Ii+j

p4(x)dx=u-i+j,

1
h∫Ii+j

p'4(x)dx=v-i+j,j=-1,0;

1
h∫Ii+j

p5(x)dx=u-i+j,

1
h∫Ii+j

p'5(x)dx=v-i+j,j=0,1;

1
h∫Ii+j

p6(x)dx=u-i+j,j=-1,0,1,

1
h∫Ii

p'6(x)dx=v-i;

1
h∫Ii+j

p7(x)dx=u-i+j,

1
h∫Ii+j

p'7(x)dx=v-i+j,j=-1,0,1.

(ii)HWENO-LSQ:选取嵌套模板T0,T1上分别

构造零次、二次、三次和五次多项式q0(x),q1(x),

q2(x)和q3(x)使得

1
h∫Ii

q0(x)dx=u-i;

1
h∫Ik

q1(x)dx=u-k,k=i-1,i,i+1;

1
h∫Ik

q2(x)dx=u-k,k=i-1,i,i+1,

1
h∫Ii

q'2(x)dx=v-i;

1
h∫Ik

q3(x)dx=u-k,k=i-1,i,i+1,

1
h∫Ik

q'3(x)dx=v-k,k=i-1,i,i+1.

3)计算线性权

(i)HWENO-QS:在不同的重构点xG,比如xG =
xi+1/2上计算γ0,γ1,γ2和γ'0,γ'1,γ'2使得

p3(xG)=γ0p0(xG)+γ1p1(xG)+γ2p2(xG),

p'7(xG)=γ'0p'4(xG)+γ'1p'5(xG)+γ'2p'6(xG),
(19)

这里的线性权γ0,γ1,γ2 和γ'0,γ'1,γ'2 依赖于网格的

拓扑关系及重构点xG.类似于 WENO方法,式(19)
需对任意的函数u都成立,式(19)的两个等式分别演

变为关于3个线性权的两个分别具有5个方程和6个

方程的线性方程组.
(ii)HWENO-LSQ:改写多项式q0(x),q1(x),

q2(x)和q3(x),得到其等价的表示形式,为了保持一

致,记r0(x)=q0(x),

rl2
(x)= 1

γl2,l2
ql2
(x)-∑

l2-1

l=0

γl,l2

γl2,l2
rl(x), (20)

在这里我们可以取任意满足条件∑l2
l=0γl,l2=1,γl2,l2≠

0,l2=1,2,3的正数,例如:

γl1,l2 =
γl1,l2

∑l2
l=0γl,l2

;γl1,l2 =10l1-1;l1=1,…,l2;

 l2=1,2,3. (21)
我们可以看到:

q3(x)=∑
3

l=0
γl,3rl(x). (22)

4)计算光滑指示器:继续使用文献[2]给出的公

式计算光滑指示器βj,j=0,1,2;j=4,5,6:

βj =∑
2

l=1∫Ii
h2l-1 ∂

l

∂xlqj(x)  2dx,j=0,1,2,(23)

βj =∑
3

l=2∫Ii
h2l-1 ∂

l

∂xlqj(x)  2dx,j=4,5,6,(24)

ηj =∑
κ

l=1∫Ii
h2l-1 ∂

l

∂xlrj(x)  2dx,j=1,2,3,(25)

其中κ=2,3,5分别对应j=1,2,3.这里需要特别注

意的是,由于r0(x)是一个零次多项式,η0 的定义有别

于其他的ηj,j=1,2,3.我们对其做了如下处理,目的

是把η0 从0稍微放大一点使其成为一个比较小的

正数:
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首先定义

η0L =(u-i-u-i-1)2,

η0R =(u-i+1-u-i)2,
然后令

γ0L =
1, η0L≥η0R,
10, 其他, 

γ0R =11-γ0L, (26)

γ0L = γ0L
γ0L+γ0R

,γ0R =1-γ0L.

最后,定义新的η0为

η0=(ω0L(u-i-u-i-1)+ω0R(u-i+1-u-i))2,
其中:

ω0L = ω-0L
ω-0L+ω-0R

,ω0R = ω-0R
ω-0L+ω-0R

,

ω-0L =γ0L 1+|η0R-η0L|2

η0L+ε  ,
ω-1R =γ1R 1+|η0R-η0L|2

η0R+ε  .
5)计算非线性权

(i)HWENO-QS:利用所求的线性权和指示器计

算非线性权ωl,l=0,1,2及ω'l,l=0,1,2[2]:

ωl = ω-l
∑2

k=0ω
-
k

,ω'l = ω-'l

∑2

k=0ω
-'k

,l=0,1,2;

ω-l = γl
(βl+ε)2

,l=0,1,2;

ω-'k-4= γ'k-4
(βk+ε)2

,k=4,5,6. (27)

(ii)HWENO-LSQ:类似于WENO-ZQ计算非线

性权的方法,利用给定的线性权和指示器计算非线性

权ωl,3,l=0,1,2,3.首先定义τ为η0,η1,η2 和η3 之

间差距的绝对值,τ= ∑2

l=0|η3-ηl|
3  

2

.因此相

应的非线性权可以表示为

ωl,3= ω-l,3
∑3

k=0ω
-
k,3

,

ω-l,3=γl,3 1+ τ
ηl1+ε  ,l=0,1,2,3. (28)

6)计算最终重构点值:
(i)HWENO-QS:将式(19)中的线性权替换为非

线性权(27),得到逼近u(xG,t)和v(xG,t)的重构点

值.比如xG =xi+1/2时,我们得到

u-
i+1/2=ω0p0(xi+1/2)+ω1p1(xi+1/2)+
 ω2p2(xi+1/2),
v-

i+1/2=ω'0p'4(xi+1/2)+ω'1p'5(xi+1/2)+
 ω'2p'6(xi+1/2).

而u+
i+1/2和v+

i+1/2的重构过程是u-
i+1/2和v-

i+1/2的重

构过程关于xi+1/2的镜像对称.
(ii)HWENO-LSQ:将式(22)中的线性权替换为

非线性权(28),得到u(x,t)在单元Ii 的逼近多项式

Q(x):

Q(x)=∑
3

l=0
ωl,3rl(x),

当x=xi+1/2或x=xi-1/2时,分别得到

u-
i+1/2=Q(xi+1/2),u+

i-1/2=Q(xi-1/2).
而对于导数v(x,t),直接使用高阶的线性重构,

即v(x,t)≈q'3(x),从而

v-
i+1/2=q'3(xi+1/2),v+

i-1/2=q'3(xi-1/2).

4 WENO方法在全马赫流问题中的应
用简述

  常见的 WENO方法通常和显式SSPRunge-
Kutta方法相结合,应用于含强激波等间断解的高马

赫数可压缩流数值模拟.然而有一类问题,其马赫数

可能呈现较大尺度的变化,如火焰燃烧、化学反应、翼
型绕流、天体物理等问题.如果我们选择合适的时空

参考尺度t0和x0,则流场参考速度u0 =x0/t0.基于

恰当的流场参考密度ρ0和参考压强p0,我们定义流场

的全局马赫数M0=u0/c0,其中c0= γp0/c0 为参考

声速.当马赫数M0 变小时,流体压缩性减弱,趋于低

马赫不可压极限.当马赫数从高马赫到低马赫跨尺度

变化时,流体从可压变为不可压.传统的计算流体力

学数值方法一般将可压和不可压问题分开处理.对可

压问题,质量、动量和能量守恒非常重要.基于守恒型

可压方程组构造守恒型离散格式是保证激波等间断

解以正确速度传播的重要基础,同时克服激波间断解

的数值伪振荡是激波捕捉格式的重要出发点.对不可

压问题,算法设计在如何保持速度的离散不可压条件

以及对湍涡的高分辨能力.
近些年来,针对马赫数跨尺度变化的多尺度流体

力学方程组,设计具有渐近保持及其他保结构性质的

算法吸引了许多研究者的极大兴趣.渐近保持格式的

概念由上海交通大学的金石教授提出,最早应用于多

尺度动理学方程的研究[55].金石教授及其合作者首次

基于Gauge分解发展了等熵欧拉方程组的渐近保持

算法[56].该工作引发了后续非常广泛的研究,如等熵

欧拉方程组[57-63],全欧拉方程组[64-68],纳维-斯托克斯

方程组[57,69-71],浅水波方程组[63,72-78],理想磁流体力学

方程组[79-80]等等.
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我们以全欧拉方程组为例,简要介绍全马赫数流

高阶渐近保持有限差分 WENO格式的构造[65].如果

我们选取合适的时空参考尺度t0和x0,以及恰当的参

考密度ρ0和p0,可以得到如下的无量纲形式全欧拉

方程组:
ρ
t+

Δ·(ρu)=0,

ρu
t +

Δ·ρu⊗u+p
ε2I  =0,

E
t+

Δ·((E+p)u)=0,













(29)

其中状态方程和全局无量纲参数马赫数定义为

E p
γ-1+ε2

2ρ‖u‖
2,ε u0 ρ0

p0 = γM0,

(30)
其他无量纲参数均取为1.在马赫数ε趋于0时,基于

形式化渐近分析,我们可以得到如下的不可压欧拉方

程组[65]:

t
(ρ0u0)+

Δ·(ρ0u0⊗u0)+

Δ

p2=0,

ρ0=Const,p0=Const,

Δ·u0=0. (31)

4.1 一阶显隐时间离散格式

我们简要介绍一阶格式的构造过程.我们先保持

空间连续,定义q=ρu,方程组(29)的一阶显隐时间

半离散格式定义如下:

ρn+1-ρn

Δt +

Δ·qn =0, (32)

qn+1-qn

Δt +

Δ·qn⊗qn

ρn +pnI  +1-ε2
ε2

Δ

pn+1=

 0, (33)

En+1-En

Δt +

Δ· En+pn

ρn+1 qn+1  =0. (34)

格式(32~34)的求解过程包含以下几个步骤:
第1步:由式(32)显式更新ρn+1;
第2步:先将方程(33)改写为

qn+1=q*-Δt1-ε2
ε2

Δ

pn+1. (35)

其中

q* =qn-Δt

Δ· qn⊗qn

ρn +pnI  .
将qn+1代入式(34),可以得到

En+1=E*+Δt21-ε2
ε2

Δ·(Hn Δ

pn+1), (36)

其中Hn = (En +pn)/ρn+1 以及E* =En -Δt

Δ·
(Hnq*).利用状态方程

En+1=pn+1/(γ-1)+ε2‖qn‖2/(2ρn), (37)

将En+1替代为pn+1.同时为克服方程右端第二项带来

的刚性问题,根据压强p的渐近展开性质,定义一个压

强扰动量pn+1
2

pn+1
2 =(pn+1-pn)/ε2, (38)

其中pn =∫Ωpndx/|Ω|.从而式(36)可以改写成

ε2
γ-1p

n+1
2 -Δt2(1-ε2)

Δ·(Hn Δ

pn+1
2 )=E**,

(39)
其中E** =E*-pn/(γ-1)-ε2‖qn‖2/(2ρn).pn+1

2

所对应的椭圆方程(39)是求解低马赫不可压极限方

程(31)的重要部分.
第3步:求得pn+1

2 后,我们从式(35)更新qn+1,以
及由式(34)更新En+1.

一阶格式里,我们通过恰当的显隐时间离散,得
到了压强扰动量pn+1

2 的线性椭圆方程,是格式渐近保

持的关键.其次,我们对状态方程也采用了显隐处理,
从而避免了非线性方程的求解.最后,我们的质量、动
量和能量守恒量是基于守恒方程更新的,从而保证格

式空间守恒离散后具有正确的激波捕捉能力.

4.2 高阶显隐时间离散格式

上述一阶显隐时间离散格式推广至高阶时,我们

采用了一套特殊的半隐离散格式[65,81].我们记U =
(ρ,q,E)T,式(29)可以写成如下的自治系统:

Ut = (U,U).
我们用下标“E”对应显式时间离散变量,“I”表示

隐式时间离散变量,采用和一阶格式(32)~(34)完全

相同的显隐离散,函数 (UE,UI)可定义为

(UE,UI)=-

Δ· E-

Δ· I,
其中

Δ· E =

Δ·q,

Δ· q⊗q
ρ

+pI  ,0  T,

Δ· I = 0,(1-ε2)

Δ

p2,

Δ· E+p
ρ

q    T.
然后我们采用一个s层的显隐Runge-Kutta方法,它
可以用如下的双Butcher表来表示

c~ A
~

b
~T

  
c A

bT
,

其中A
~
=(a~ij)和A=(aij)均是s×s的矩阵.A

~
是严

格下三角矩阵对应显式离散.A是对角非零的下三角

矩阵对应隐式离散且便于编程求解.c~ = (c~1,…,
c~s)T,b

~
= (b

~
1,…,b

~
s)T,c= (c1,…,cs)T,以及b =

(b1,…,bs)T 是s×1的向量.这两个向量c~ 和c满足
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c~i =∑
i-1

j=1
a~ij,ci =∑

i

j=1
aij.

我们分别基于左边显式Runge-Kutta表由(UE)t =
(UE,UI)更新得到 UE,再基于右边对角隐式

Runge-Kutta表由 (UI)t = (UE,UI)更新得到UI,
则可以得到高阶时间精度.

4.3 空间有限差分WENO重构

前两节描述的 WENO和 HWENO格式常用于

可压缩欧拉方程组的求解.这里对 (UE,UI)中的非

线性对流项,我们采用了经典的有限差分 WENO格

式[2-3],克服可压区域对激波等间断解的数值伪振

荡.基于新型WENO和HWENO方法将是我们后续

的重要研究方向.我们用空间离散算子来表示,对
(UE,UI)的空间离散,我们有

Δ· E =

Δ

CW·q,

Δ

CW· q⊗q
ρ

+pI  ,0  T,

Δ· I = 0,(1-ε2)

Δ

Wp2,

Δ

W· E+p
ρ

q    T,
其中

Δ

CW 表示特征方向的有限差分 WENO重构, Δ

W

表示按分量的有限差分 WENO重构.对应椭圆方程

(39),我们都采用中心差离散[62].如果式(29)带有源

项,特别是和压强同尺度的刚性源项如重力源项等,
我们需采用保平衡的高阶有限差分 WENO重构,实
现对平衡态空间离散后的精准保持,从而可以抓住平

衡附近的微扰传播[68,78].该方法目前已经应用到欧拉

方程组[62,65,68],纳维-斯托克斯方程组[71],浅水波方程

组[78]和理想磁流体力学方程组[79-80]等.

5 结 论

本文主要描述了一种新型非等距模板的 WENO
型算法构造和基于Hermite插值或重构的HWENO
型算法,以及 WENO型格式结合显隐Runge-Kutta
方法在全马赫数问题中的应用.新型 WENO-ZQ方法

简便易实施、稳健高鲁棒、一致高精度且收敛性优异.
相较于经典 WENO方法,其线性权可任取和为一的

正数且不依赖于网格拓扑,打破了经典 WENO等方

法单元数空间模板构造的壁垒.新型 WENO-ZQ方法

极大地简化了构造步骤和计算流程,非常好的适用于

二维三角网格和三维四面体网格,解决了制约 WENO
类算法工程化应用的若干瓶颈问题.同时为了平衡

WENO方法高精度和重构模板紧致性之间的矛盾,我
们基于解的导数信息或矩信息,提出了两种类型的

HWENO方法,并不断改进HWENO方法的构造,极

大提升了HWENO型方法对强激波间断问题的稳健

性.我们也将WENO方法和显隐时间离散结合,将其

应用到了多尺度双曲方程组全马赫数流问题的高效

数值模拟.WENO方法的高精度和强稳健等特性,特
别是新型 WENO方法对非结构网格的适应性和

HWENO方法的紧致性,将极大促进 WENO方法在

国防和工业工程中的广泛应用.
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AbriefsurveyonWENOmethods

QIUJianxian,XIONGTao*
(SchoolofMathematicalSciences,XiamenUniversity,Xiamen361005,China)

Abstract:Asanimportantclassofnumericalmethodsforsolvingcompressiblehyperbolicconservationlaws,thehigh-order
weightedessentiallynon-oscillatory(WENO)schemebelongstobothfinitedifferenceandfinitevolumeframeworks.Itachieveshigh
resolutionsofshockwavediscontinuitieswhileavoidingnumericaloscillationsbyusinganonlinearweightedcombinationofdifferent
sub-stencils.Inrecentyears,toimprovetherobustnessandthecomputationalefficiency,(a)thestudyofunequal-sizedsub-stencils
withadifferentcombination,(b)abetterextensiontohighdimensionalproblemswithstructuredornon-structuredmeshes,and(c)

smallerresidueconvergencesforsteady-stateproblems,havebecomeanactiveresearcharea.Furthermore,developingefficientand
stablenumericalmethodsviathecombinationofWENOschemesandimplicit-explicit(IMEX)Runge-Kuttatimediscretizationand
thenapplyingthiscombinedschemetocomplexflowsunderextremeconditionsshouldconstituteanattractiveresearchdirection.
Here,wehaveperformedaseriesofdesignsandapplicationsforhigh-orderWENOschemes,including(a)anewWENO-ZQscheme
withanarbitraryconvexcombinationofunequal-sizedsub-stencils,(b)HermiteWENO(HWENO)schemeswithaHermitetype
interpolationorreconstruction,and(c)asymptoticpreservingWENOschemeswithuniformstabilityforEulerandshallow-water
equationsatallspeeds.TheseschemeshavegreatlyimprovedtheflexibilityofWENO-typeschemesandtheirapplicableregionsand
canbewidelyappliedtonumerousareas,suchasnationaldefenseengineering,spaceflight,astrophysics,atmosphere,andocean
amongothers.

Keywords:WENOmethod;HWENOmethod;hyperbolicconservationlaws;asymptoticpreserving
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