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摘摘摘要要要

高阶格式需要较大的模板，边界与网格可能以任意形式相交，这为处理数值边界

提出了巨大的挑战。本文在笛卡尔网格上构造了求解双曲守恒律方程的高阶有限体积

形式的逆 Lax-Wendroff 边界处理方法。在边界处设计了有限体积形式的 WENO 型外

插，相比 Lagrange 型外插，当边界附近光滑时，能够保证精度；当边界附近出现间断

时，能够很好地防止出现振荡。数值实验验证了逆 Lax-Wendroff 格式可以达到高阶精

度，并且在间断附近有较好的表现。
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Abstract

Because of the wide stencil of the interior high order scheme and the arbitrary shapes

that boundary intersects grids with, it is difficult to give appropriate values on ghost
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cells. In this paper, a high order inverse Lax-Wendroff method for numerical boundary

conditions is developed in the finite volume framework to solve hyperbolic conservation

laws on a Cartesian mesh. A finite volume WENO type extrapolation is also developed

near the boundary which can maintain accuracy and control oscillations compared with

a Lagrange type extrapolation. Some numerical tests are provided to illustrate the

inverse Lax-Wendroff scheme can achieve high order and have good performance on

discontinuities near the boundary.
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1 引引引言言言

双曲守恒律方程是一类重要的偏微分方程，在航空航天、天气预报、石油开采等

领域有着广泛应用。很多偏微分方程不存在解析解, 即使存在在解析解，解的形式可

能很复杂，或者随着时间的推移，解也有可能产生间断或者变形，这为设计高分辨率

和高精度的数值算法提出了严峻的挑战。目前求解双曲守恒律方程的数值算法主要包

含：有限差分方法（Finite Difference Method，FDM），有限体积方法（Finite Volume

Method，FVM），有限元方法以及一些混合方法。

目前关于双曲守恒律计算区域内部的高精度和高分辨率格式较多，比如总变

差不增（Total Variation Diminishing，TVD）格式[1]，本质无振荡格式（Essentially

Non-Oscillatory，ENO） [2][3][4]和加权本质无振荡格式（Weighted ENO, WENO）[5]。

1996年，Jiang 和 Shu 进一步补充完善了 WENO 格式[6]，记作 WENO-JS 格式。在

此基础上，出现了更多改进的 WENO 格式，比如 Hermite WENO 格式（HWENO）

[7][8]，中心 WENO 格式[9][10]。最近，Qiu 和 Zhu 进一步提出了五阶 WENO 格式[11][12]，

记作 WENO-ZQ 格式。五阶 WENO-ZQ 格式的模板由一个大模板和两个小模板构成，

重构的点值是大模板上的四次多项式和小模板上的两个线性多项式点值的凸组合。相

比经典的 WENO-JS 格式，WENO-ZQ格式的线性权可以为任意正数，不需要在每个

点进行重新计算，减少了计算量，并且更容易推广到高维。

但是目前关于边界条件处理的格式研究较少。实际的物理边界可能是不规则的复

杂几何形状，可能与网格线以任意形状相交。对于此类问题，第一种常用的处理方法

是使用贴体网格（Body-Fitted Mesh），这种方法能够比较准确的满足边界条件。当计

算区域比较简单时，可以找到整个区域的光滑映射，生成单个区域的贴体网格进行计
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算，但是对于复杂的几何求解区域，很难映射到一个区域，此时一般会采用分区或者

重叠等方法，计算量相对较大。当边界随时间变化的时候，在每个时间层都需要重新

生成一套网格，大大增加了计算成本[13][14]。

第二种方法是使用笛卡尔网格，笛卡尔网格结构简单、容易生成、便于处理、计算

效率高，但是当计算区域是复杂的几何形状时，物理边界和笛卡尔网格的格点不重合，

此时很难直接对边界条件进行赋值计算。特别当计算区域是复杂的静止或者移动边界

时，很可能会出现网格格点和物理边界不重合但距离很近的情况，称作 cut cell 问题，

此时需要对时间步长进行很严格的限制[15][16]。笛卡尔网格上的嵌入边界法（Embedded

Boundary Method）是基于有限差分框架的数值边界处理方式，Kreiss 等用来求解带有

Neumann 边界条件或者 Dirichlet 边界条件的波动方程[17][18][19]。Petersson 将此方法应

用到双曲守恒律方程，得到具有二阶精度的有限差分格式[20]。Graves 等将嵌入边界法

应用到有限体积格式[21][22]。其他处理 cut cell 的方法可见参考文献[23][24]。

Shu 等处理静态 Hamilton-Jacobi 方程时，用到了 Lax-Wendroff 方法处理边界条

件[30]，随后 Xiong 等将此方法扩展到五阶[31]。Lax-Wendroff 边界处理方法的思想是通

过使用给定的偏微分方程和边界条件，用切向导数表示法向导数，通过 Taylor 展开给

出虚拟单元值。Tan 和 Shu 利用类似思路去处理时间相关的双曲守恒律方程，称为逆

Lax-Wendroff 方法（Inverse Lax-Wendroff，ILW）[32]。ILW 方法的思路是在入流边界

利用给定的偏微分方程和边界条件，把空间法向导数改写成时间导数和切向导数的组

合，在出流边界用外插方法得到空间导数值，最后带入 Taylor 展开求出虚拟单元上的

值。因为 Lax-Wendroff 格式的思想是利用给定的方程，把时间导数用空间导数改写，

上面的方法正好相反，所以称为逆 Lax-Wendroff 方法。随着入流边界处导数阶数的增

加，求解会变得困难，Tan 在随后提出对于二阶及以上的导数，可以由外插得到，不

需要改写方程[33][34]。随后 Tan 等把 ILW 方法应用到对流扩散方程，带有移动边界的

可压缩无粘流体，爆炸波情形[35][36][37]。Shu 等证明了 ILW 方法是稳定的[38][39]。

本文的主要结构如下，在第二部分介绍边界附近区域使用的有限体积形式的逆

Lax-Wendroff 格式的具体形式以及构造的有限体积 WENO 型外插，在第三部分通过

大量数值实验展示有限体积形式逆 Lax-Wendroff 格式和 WENO 型外插的性能，在第

四部分进行总结与展望。

2 逆逆逆 Lax-Wendroff 方方方法法法

本章介绍一维，二维标量方程和方程组情形下的逆 Lax-Wendroff 数值边界处理方

法，并在边界处构造有限体积形式 WENO 型外插。
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2.1 一一一维维维逆逆逆 Lax-Wendroff 方方方法法法

考虑 𝑈 = 𝑈(𝑥, 𝑡) ∈ 𝑅 的一维严格双曲守恒律方程⎧⎨⎩ 𝑈𝑡 + 𝐹 (𝑈)𝑥 = 0 𝑥 ∈ Ω, 𝑡 > 0,

𝑈(𝑥, 0) = 𝑈0(𝑥) 𝑥 ∈ Ω̄,
(2.1)

其中 Ω 是有界区域，可以被一致笛卡尔网格 Ωℎ =
{︀
𝐼𝑖 = [𝑥𝑖−1/2, 𝑥𝑖+1/2] : 0 ≤ 𝑖 ≤ 𝑁𝑥

}︀
覆盖，均匀网格的步长为 Δ𝑥，每个单元 𝐼𝑖 的中心为 𝑥𝑖 =

1
2
(𝑥𝑖−1/2 + 𝑥𝑖+1/2)。在任意时

刻 𝑡，边界 𝜕Ω 有合适的边界条件进行描述。

在每个网格单元对方程 (2.1) 进行积分，可得

𝑑𝑈(𝑥𝑖, 𝑡)

𝑑𝑡
+

1

Δ𝑥

(︀
𝐹 (𝑈(𝑥𝑖+1/2, 𝑡)− 𝐹 (𝑈(𝑥𝑖−1/2, 𝑡))

)︀
= 0,

其中 𝑈 (𝑥𝑖, 𝑡) =
1
Δ𝑥

∫︀ 𝑥𝑖+1/2

𝑥𝑖−1/2
𝑈(𝜉, 𝑡)𝑑𝜉 表示单元 𝐼𝑖 上的单元平均，上面积分守恒形式的数

值逼近为

𝑑

𝑑𝑡
𝑈𝑖(𝑡) = 𝐿(𝑈) = − 1

Δ𝑥

(︁ ̂︀𝐹𝑖+1/2 − ̂︀𝐹𝑖−1/2

)︁
, (2.2)

𝑈𝑖(𝑡) 为单元平均 𝑈(𝑥𝑖, 𝑡) 的数值逼近， ̂︀𝐹𝑖+1/2 为数值流通量，定义为 ̂︀𝐹𝑖+1/2 =̂︀𝐹 (︁𝑈−
𝑖+1/2,𝑈

+
𝑖+1/2

)︁
，其中 𝑈±

𝑖+1/2 可以由 WENO-ZQ 重构得到。本文采用的数值流

通量函数为 Lax-Friedrichs 流通量

̂︀𝐹 (𝑎, 𝑏) =
1

2
[𝐹 (𝑎) + 𝐹 (𝑏)− 𝛼(𝑏− 𝑎)] ,

其中常数 𝛼 = max𝑈 |𝐹 ′(𝑈)|，最大值在整个区间的 𝑈 取得。

此时需要给出边界附近虚拟单元上的平均值 𝑈𝑖。下面分别在一维标量方程和方程

组情形下介绍逆 Lax-Wendroff 边界处理方法以及 WENO 型外插。

2.1.1 一一一维维维标标标量量量逆逆逆 Lax-Wendroff 方方方法法法

考虑一维标量双曲守恒律方程⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
𝑢𝑡 + 𝑓(𝑢)𝑥 = 0 𝑥 ∈ (−1, 1), 𝑡 > 0,

𝑢(−1, 𝑡) = 𝑔(𝑡) 𝑡 > 0,

𝑢(𝑥, 0) = 𝑢0(𝑥) 𝑥 ∈ [−1, 1],

(2.3)

假设对于任意 𝑡 > 0，有 𝑓 ′(𝑢(−1, 𝑡)) ≥ 𝛼 > 0 和 𝑓 ′(𝑢(1, 𝑡)) ≥ 𝛼 > 0。由假设可知，

𝑥 = −1 是入流边界，𝑥 = 1 是出流边界，只需在入流边界处给一个边界条件 𝑔(𝑡)。
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采用均匀网格对计算区域 (−1, 1) 进行剖分，

−1 + Δ𝑥/2 = 𝑥0 < 𝑥1 < 𝑥𝑁 = 1−Δ𝑥/2. (2.4)

每个小区间记作 𝐼𝑖 = [𝑥𝑖 − 1
2
Δ𝑥, 𝑥𝑖 +

1
2
Δ𝑥] = [𝑥𝑖−1/2, 𝑥𝑖+1/2]，小区间 𝐼𝑖 的单元中心为

𝑥𝑖 =
𝑥𝑖−1/2+𝑥𝑖+1/2

2
。当区域是二维复杂几何形状时，计算区域边界很难和网格点重合，

所以特意选择了上面的网格剖分方式，让 𝑥0 和 𝑥𝑁 都不落在区域边界上。

在入流边界 𝑥 = −1 处，𝑢 的 s-1 阶 Taylor 展开为

𝑢 (𝑥, 𝑡𝑛) =

𝑠−1∑︁
𝑘=0

(𝑥+ 1)𝑘

𝑘!

𝜕𝑘𝑢(−1, 𝑡𝑛)

𝜕𝑥𝑘
+𝑂 (Δ𝑥𝑠) , (2.5)

虚拟单元 𝐼𝑗 的单元平均，可以直接由 (2.5) 积分得到

𝑢𝑗 =

∫︁
𝐼𝑗

𝑠−1∑︁
𝑘=0

(𝑥+ 1)𝑘

𝑘!

𝜕𝑘𝑢(−1, 𝑡𝑛)

𝜕𝑥𝑘
𝑑𝑥. (2.6)

接下来虚拟单元上的单元平均主要利用数值积分进行计算。以 3 阶有限体积 WENO-

ZQ[12] 格式为例，此时需要求出位于虚拟单元 𝐼𝑗, 𝑗 = −2,−1 上的单元平均值，对上面

的 Taylor 展开进行 3 阶精度 Gauss 积分即可得到。因此在虚拟单元 𝐼𝑗 上对单元平均

𝑢𝑗 的 3 阶逼近为

𝑢𝑗 =
∑︁
𝑔

𝜃𝑔

(︃
2∑︁

𝑘=0

(︀
𝑥𝑗+𝜎𝑔 + 1

)︀𝑘
𝑘!

𝜕𝑘𝑢(−1, 𝑡𝑛)

𝜕𝑥𝑘

)︃
, 𝑗 = −2,−1, (2.7)

其中 𝜃𝑔 和 𝜎𝑔 为两点 Gauss 积分公式的权和节点，取值为

𝜃𝑔 =
1

2
, 𝜎𝑔 = ±

√
3

6
, 𝑔 = 0, 1.

同样，对于 5 阶有限体积 WENO-ZQ 格式[12]，对应的边界虚拟单元上的逼近为

𝑢𝑗 =
∑︁
𝑔

𝜃𝑔

(︃
4∑︁

𝑘=0

(︀
𝑥𝑗+𝜎𝑔 + 1

)︀𝑘
𝑘!

𝜕𝑘𝑢(−1, 𝑡𝑛)

𝜕𝑥𝑘

)︃
, 𝑗 = −3,−2,−1,

对应的 5 阶精度的 Gauss 积分的权和节点为

𝜃𝑔 =
5

18
,
8

18
,
5

18
, 𝜎𝑔 = −

√
15

10
, 0,+

√
15

10
, 𝑔 = 0, 1, 2.

因此，为了求出入流边界虚拟单元的单元平均，只需要利用逆 Lax-Wendroff 方法求出
𝜕𝑘𝑢(−1,𝑡𝑛)

𝜕𝑥𝑘 , 𝑘 = 0, . . . , 𝑠− 1。

首先由边界条件可得

𝑢(−1, 𝑡𝑛) = 𝑔(𝑡𝑛). (2.8)
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为了得到空间导数，在 𝑥 = −1, 𝑡 = 𝑡𝑛 处利用给定的偏微分方程 𝑢𝑡 + 𝑓 ′(𝑢)𝑢𝑥 = 0, 可得

𝑢𝑥 (−1, 𝑡𝑛) = − 𝑢𝑡 (−1, 𝑡𝑛)

𝑓 ′ (𝑢 (−1, 𝑡𝑛))
= − 𝑔′ (𝑡𝑛)

𝑓 ′ (𝑔 (𝑡𝑛))
, (2.9)

由假设 𝑓 ′(𝑢(−1, 𝑡)) ≥ 𝛼 > 0 可知，此处 𝑓 ′(𝑔(𝑡𝑛)) 有界且不为 0。

对方程两端分别关于 𝑡 和 𝑥 求导可得

𝑢𝑡𝑡 + 𝑓 ′′(𝑢)𝑢𝑡𝑢𝑥 + 𝑓 ′(𝑢)𝑢𝑥𝑡 = 0, (2.10)

𝑢𝑡𝑥 + 𝑓 ′′(𝑢)𝑢𝑥𝑢𝑥 + 𝑓 ′(𝑢)𝑢𝑥𝑥 = 0, (2.11)

联立方程(2.10)和(2.11)，可得

𝑢𝑡𝑡 + 𝑓 ′′(𝑢)𝑢𝑡𝑢𝑥 − 𝑓 ′(𝑢)𝑓 ′′(𝑢)𝑢2
𝑥 − 𝑓 ′(𝑢)2𝑢𝑥𝑥 = 0.

在 𝑥 = −1, 𝑡 = 𝑡𝑛 处，可得

𝑢𝑥𝑥(−1, 𝑡𝑛) =
𝑓 ′ (𝑔 (𝑡𝑛)) 𝑔

′′ (𝑡𝑛)− 2𝑓 ′′ (𝑔 (𝑡𝑛)) 𝑔
′ (𝑡𝑛)

2

𝑓 ′ (𝑔 (𝑡𝑛))
3 . (2.12)

对于阶数更高的 s，采用同样的流程，可以求出 𝜕𝑘𝑢(−1,𝑡𝑛)
𝜕𝑥𝑘 , 𝑘 = 0, . . . , 𝑠− 1。但是当方

程形式复杂或者要求的导数阶数很高时，导数的计算会很复杂，对于这种情形，Tan

指出对于 2 阶及以上的空间导数，可以直接利用外插求出空间导数，并且不影响格

式的稳定性[33]。构造数值导数的模板不应该包含间断，对于边界附近区域存在间断，

𝑔(𝑡) 不连续的情形，此时可以用 ENO[4]或者 WENO[6] 方法构造数值导数。

对于出流边界 𝑥 = 1，在 𝑥 = 1, 𝑡 = 𝑡𝑛 处 Taylor 展开可得

𝑢(𝑥, 𝑡𝑛) =

𝑠−1∑︁
𝑘=0

(𝑥− 1)𝑘

𝑘!
𝑢*(𝑘), (2.13)

𝑢*(𝑘) 是 𝜕𝑘𝑢(1,𝑡𝑛)
𝜕𝑥𝑘 的 s-k 阶逼近。当 𝑢 在边界附近光滑时，可以由小区间 𝐼𝑁−𝑠+1, ..., 𝐼𝑁

上的单元平均 𝑢𝑁−𝑠+1, ..., 𝑢𝑁 构造 s-1 次 Lagrange 多项式，进而得到

𝑢*(𝑘) =
𝑑𝑘𝑝𝑠−1(𝑥)

𝑑𝑥𝑘

⃒⃒⃒⃒
𝑥=1

. (2.14)

当有激波穿过边界时，此时边界和激波之间没有足够的点进行高阶外插，在这种情况

下，仍旧使用高阶外插会在激波附近引起严重振荡。为了防止这种情况发生，一般会

选择一种低阶但是更稳健的外插，为此本文构造了有限体积形式的 WENO 型外插。

2.1.2 一一一维维维 WENO 型型型外外外插插插

下面以 3 阶有限体积形式 WENO 型外插为例，介绍构造过程。
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假设有三个小区间 {𝐼0, 𝐼1, 𝐼2}，对应的单元平均为 {𝑢0, 𝑢1, 𝑢2}。我们希望得到
𝑑𝑘𝑢(𝑥0−Δ𝑥/2)

𝑑𝑥𝑘 的 3-k 阶逼近，记作 𝑢*(𝑘), 𝑘 = 0, 1, 2。由小区间可以构造三个模板

𝑆𝑟 = {𝐼0, . . . , 𝐼𝑟} , 𝑟 = 0, 1, 2.

在每个模板 𝑆𝑟 上可以构造 r 次多项式 𝑝𝑟(𝑥)，分别满足

1

Δ𝑥

∫︁
𝐼𝑗

𝑝0(𝑥)𝑑𝑥 = 𝑢𝑗, 𝑗 = 0;
1

Δ𝑥

∫︁
𝐼𝑗

𝑝1(𝑥)𝑑𝑥 = 𝑢𝑗, 𝑗 = 0, 1;
1

Δ𝑥

∫︁
𝐼𝑗

𝑝2(𝑥)𝑑𝑥 = 𝑢𝑗, 𝑗 = 0, 1, 2.

多项式 𝑝𝑟 的具体形式如下

𝑝0(𝑥) = 𝑢0, 𝑝1(𝑥) = 𝑢0 +
𝑢1 − 𝑢0

Δ𝑥
(𝑥− 𝑥0),

𝑝2(𝑥) =

(︂
23

24
− 3

2

𝑥− 𝑥0

Δ𝑥
+

1

2

(𝑥− 𝑥0)
2

Δ𝑥2

)︂
𝑢0 +

(︂
1

12
+ 2

𝑥− 𝑥0

Δ𝑥
− (𝑥− 𝑥0)

2

Δ𝑥2

)︂
𝑢1

+

(︂
− 1

24
− 1

2

𝑥− 𝑥0

Δ𝑥
+

1

2

(𝑥− 𝑥0)
2

Δ𝑥2

)︂
𝑢2.

如果 𝑢(𝑥) 在 𝑆2 上光滑，可以直接由外插得到

𝑢*(𝑘) =

2∑︁
𝑟=0

𝑑𝑟
𝑑𝑘𝑝𝑟(𝑥)

𝑑𝑥𝑘

⃒⃒⃒⃒
⃒
𝑥=𝑥0−Δ𝑥/2

,

这里 𝑑0 = Δ𝑥2、𝑑1 = Δ𝑥、𝑑2 = 1−Δ𝑥−Δ𝑥2。

当边界处存在间断时，考虑如下形式的 WENO 型外插

𝑢*(𝑘) =

2∑︁
𝑟=0

𝜔𝑟
𝑑𝑘𝑝𝑟(𝑥)

𝑑𝑥𝑘

⃒⃒⃒⃒
⃒
𝑥=𝑥0−Δ𝑥/2

, (2.15)

这里 𝜔𝑟 是依赖 𝑢𝑗 的非线性权。如果 𝑢(𝑥) 在 𝑆2 上光滑时，非线性权可以满足

𝜔0 = 𝑂
(︀
Δ𝑥2

)︀
, 𝜔1 = 𝑂(Δ𝑥), 𝜔2 = 1− 𝜔0 − 𝜔1, (2.16)

(2.15) 则可以达到 3-k 阶逼近。非线性权和光滑指示子采用经典 WENO-JS 格式的取

法[6]。非线性权取法如下

𝜔𝑟 =
̃︀𝜔𝑟∑︀2
𝑠=0 ̃︀𝜔𝑠

, ̃︀𝜔𝑟 =
𝑑𝑟

(𝜖+ 𝛽𝑟)
2 , 𝜖 = 10−6. (2.17)
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𝛽𝑟 为光滑指示子，取法如下:

𝛽0 = Δ𝑥2

𝛽1 =

2∑︁
𝑙=1

∫︁ 𝑥0

𝑥0−Δ𝑥

Δ𝑥2𝑙−1

(︂
𝑑𝑙

𝑑𝑥𝑙
𝑝1(𝑥)

)︂2

𝑑𝑥 = (𝑢1 − 𝑢0)
2

𝛽2 =

2∑︁
𝑙=1

∫︁ 𝑥0

𝑥0−Δ𝑥

Δ𝑥2𝑙−1

(︂
𝑑𝑙

𝑑𝑥𝑙
𝑝2(𝑥)

)︂2

𝑑𝑥

=
13

12
(𝑢0 − 2𝑢1 + 𝑢2)

2 + (−2𝑢0 + 3𝑢1 − 𝑢2)
2 .

(2.18)

2.1.3 一一一维维维方方方程程程组组组逆逆逆 Lax-Wendroff 方方方法法法

考虑带有初边值条件的一维可压缩欧拉方程组

𝑈 + 𝐹 (𝑈)𝑥 = 0, 𝑥 ∈ (−1, 1), 𝑡 > 0, (2.19)

其中 𝑈 为守恒形式的变量，𝑈 = (𝑈1, 𝑈2, 𝑈3)
𝑇 = (𝜌, 𝜌𝑢,𝐸)𝑇 , 𝐹 (𝑈) 为流通量函数,

𝐹 (𝑈) =

⎛⎜⎜⎝
𝑈2

(𝛾 − 1)𝑈3 +
3−𝛾
2

𝑣22
𝑈1(︁

𝛾𝑈3 − 𝛾−1
2

𝑢2
2

𝑣1

)︁
𝑈2

𝑈1

⎞⎟⎟⎠ =

⎛⎜⎜⎝
𝜌𝑢

𝜌𝑢2 + 𝑝

𝑢(𝐸 + 𝑝)

⎞⎟⎟⎠ .

𝜌、𝑢、𝑝 和 𝐸 分别表示密度、速度、压强和能量。状态方程为

𝐸 =
𝑝

𝛾 − 1
+

1

2
𝜌𝑢2,

空气在常温状态下 𝛾 = 1.4。以右边界 𝑥 = 1 为例进行说明，对于左边界可以采用类似

的处理方法。

利用欧拉方程的局部特征分解可以确定在 𝑡 时刻边界处所需要的入流和出流边界

条件情况。在边界处，记流通量函数 𝐹 (𝑈) 的 Jacobian 矩阵为

𝐴⊥ (𝑈𝑏) =
𝜕𝐹 (𝑈 )

𝜕𝑈

⃒⃒⃒⃒
𝑈=𝑈𝑏

,

这里 𝑈𝑏 = 𝑈(1, 𝑡)。𝐴⊥ (𝑈𝑏) 的三个特征值为

𝜆1 (𝑈𝑏) = 𝑢𝑏 − 𝑐𝑏, 𝜆2 (𝑈𝑏) = 𝑢𝑏, 𝜆3 (𝑈𝑏) = 𝑢𝑏 + 𝑐𝑏.

左特征向量 𝑙1、𝑙2、𝑙3 构成左特征矩阵

𝐿 (𝑈𝑏) =

⎛⎜⎜⎝
𝑙1 (𝑈𝑏)

𝑙2 (𝑈𝑏)

𝑙3 (𝑈𝑏)

⎞⎟⎟⎠ =

⎛⎜⎜⎝
𝑙1,1 (𝑈𝑏) 𝑙1,2 (𝑈𝑏) 𝑙1,3 (𝑈𝑏)

𝑙2,1 (𝑈𝑏) 𝑙2,2 (𝑈𝑏) 𝑙2,3 (𝑈𝑏)

𝑙3,1 (𝑈𝑏) 𝑙3,2 (𝑈𝑏) 𝑙3,3 (𝑈𝑏)

⎞⎟⎟⎠ .
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同样，右特征向量构成的右特征矩阵为

𝑅 (𝑈𝑏) = (𝑟1(𝑈𝑏) 𝑟2(𝑈𝑏) 𝑟3(𝑈𝑏)) =

⎛⎜⎜⎝
1 1 1

𝑢− 𝑐 𝑢 𝑢+ 𝑐

𝐻 − 𝑢𝑐 1
2
𝑢2 𝐻 + 𝑢𝑐.

⎞⎟⎟⎠
𝑈=𝑈𝑏

,

𝐻 表示焓，与 𝐸、𝑃、𝜌 有关

𝐻 =
𝐸 + 𝑃

𝜌
.

类似标量情况下的假设，此处仍然假设 Jacobian 矩阵的特征值都不接近 0，即

|𝜆| ≥ 𝛼 > 0。入流边界条件数量取决于非正特征值的数量。为了简化，如果在边界处

𝜆𝑚 (𝑈𝑏) < 0, 1 ≤ 𝑚 ≤ 𝑞，则假设需要的边界条件为 𝑈𝑚(1, 𝑡) = 𝑔𝑚(𝑡), 1 ≤ 𝑚 ≤ 𝑞。

以 𝜆1 (𝑈𝑏) ≤ 𝜆2 (𝑈𝑏) < 0, 𝜆3 (𝑈𝑏) > 0 的情形为例进行说明。此时有两个特征值小

于 0，所以在边界 𝑥 = 1 处，需要两个入流边界条件，假设对于任意 𝑡 > 0，不妨假设

给出的边界条件为

𝑈1(1, 𝑡) = 𝑔1(𝑡), 𝑈2(1, 𝑡) = 𝑔2(𝑡).

需要指出，当确定边界条件数量后，可以从所有变量中任意选择相应数量的变量

给出边界条件，不需要按照上面的顺序给边界条件。假设在 𝑡 = 𝑡𝑛 时间层，内部格式

更新了 𝑈𝑗, 𝑗 = 0, . . . , 𝑁。在 𝑥 = 1, 𝑡 = 𝑡𝑛 处的 s-1 阶 Taylor 展开为

𝑈𝑚(𝑥, 𝑡𝑛) =

𝑠−1∑︁
𝑘=0

(𝑥− 1)𝑘

𝑘!

𝜕𝑘𝑈𝑚(1, 𝑡𝑛)

𝜕𝑥𝑘
+𝑂(Δ𝑥𝑠), 𝑚 = 1, 2, 3, (2.20)

对上面的 Taylor 展开进行 Gauss 数值积分可以得到

(𝑈𝑚)𝑗 =
∑︁
𝑔

𝜃𝑔

(︃
𝑠−1∑︁
𝑘=0

(︀
𝑥𝑗+𝜎𝑔 − 1

)︀𝑘
𝑘!

𝑈*(𝑘)
𝑚

)︃
, 𝑚 = 1, 2, 3, (2.21)

其中 𝑈
*(𝑘)
𝑚 是空间导数 𝜕𝑘𝑈𝑚(1,𝑡𝑛)

𝜕𝑥𝑘 的 s-k 阶逼近。对于三阶格式，则为

(𝑈𝑚)𝑗 =

1∑︁
𝑔=0

𝜃𝑔

(︃
2∑︁

𝑘=0

(︀
𝑥𝑗+𝜎𝑔 − 1

)︀𝑘
𝑘!

𝑈*(𝑘)
𝑚

)︃
, 𝑚 = 1, 2, 3, 𝑗 = 𝑁 + 1, 𝑁 + 2.

由于边界处不一定有 𝑈(1, 𝑡𝑛) 的具体描述，所以在特征分解中用 𝑈𝑁 代替 𝑈𝑏。靠近边

界附近的出流局部特征变量 𝑉3 定义为

(𝑉3)𝑗 = 𝑙3 (𝑈𝑁)𝑈𝑗, 𝑗 = 𝑁 − 𝑠+ 1, . . . , 𝑁. (2.22)
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如果解在边界附近光滑，可以选择 Lagrange 外插，否则选择上面定义的 WENO 型外

插。记外插得到的 𝑉3 的各阶导数为 𝑉
*(𝑘)
3 , 𝑘 = 0, . . . , 𝑠− 1。对于 𝑈

*(0)
1 和 𝑈

*(0)
2 直接由

给定的边界条件赋值

𝑈
*(0)
1 = 𝑔1(𝑡𝑛), 𝑈

*(0)
2 = 𝑔2(𝑡𝑛).

对于 𝑈
*(0)
3 ，由 𝑉3 = 𝑙3𝑈𝑁 可以得到

𝑈
*(0)
3 =

1

𝑙3,3 (𝑈𝑁)

[︁
𝑉

*(0)
3 − 𝑙3,1 (𝑈𝑁)𝑈

*(0)
1 − 𝑙3,2 (𝑈𝑁)𝑈

*(0)
2

]︁
.

由上面可知对于 0 阶空间导数，有

𝑈
*(0)
1 = 𝑔1(𝑡𝑛), 𝑈

*(0)
2 = 𝑔2(𝑡𝑛), 𝑈

*(0)
3 =

1

𝑙3,3 (𝑈𝑁)

[︁
𝑉

*(0)
3 − 𝑙3,1 (𝑈𝑁)𝑈

*(0)
1 − 𝑙3,2 (𝑈𝑁)𝑈

*(0)
2

]︁
.

(2.23)

对于空间 1 阶导数 𝑈
*(1)
𝑚 ，由欧拉方程的质量方程可知

(𝑈1)𝑡 + (𝑈2)𝑥 = 0, ⇒ 𝑔′1(𝑡𝑛) + 𝑈
*(1)
2 = 0.

对动量方程两端同时求关于空间的一阶导数可以得到

(𝑈2)𝑡 + (𝛾 − 1)𝑈
*(1)
3 + (3− 𝛾)

𝑈
*(0)
2

𝑈
*(0)
1

𝑈
*(1)
2 − 3− 𝛾

2

(︃
𝑈

*(0)
2

𝑈
*(0)
1

)︃2

𝑈
*(1)
1 = 0, ⇒

𝑔′2(𝑡𝑛) + (𝛾 − 1)𝑈
*(1)
3 + (3− 𝛾)

𝑈
*(0)
2

𝑈
*(0)
1

𝑈
*(1)
2 − 3− 𝛾

2

(︃
𝑈

*(0)
2

𝑈
*(0)
1

)︃2

𝑈
*(1)
1 = 0.

𝑈
*(1)
3 可以由

𝑙3,1 (𝑈𝑁)𝑈
*(1)
1 + 𝑙3,2 (𝑈𝑁)𝑈

*(1)
2 + 𝑙3,3 (𝑈𝑁)𝑈

*(1)
3 = 𝑉

*(1)
3

得到。

所以对于 𝑈
*(1)
𝑚 有

𝑔′1(𝑡𝑛) + 𝑈
*(1)
2 = 0,

𝑔′2(𝑡𝑛) + (𝛾 − 1)𝑈
*(1)
3 + (3− 𝛾)

𝑈
*(0)
2

𝑈
*(0)
1

𝑈
*(1)
2 − 3− 𝛾

2

(︃
𝑈

*(0)
2

𝑈
*(0)
1

)︃2

𝑈
*(1)
1 = 0,

𝑙3,1 (𝑈𝑁)𝑈
*(1)
1 + 𝑙3,2 (𝑈𝑁)𝑈

*(1)
2 + 𝑙3,3 (𝑈𝑁)𝑈

*(1)
3 = 𝑉

*(1)
3 .

(2.24)

联立上面三个方程，可以得到 𝑈
*(1)
𝑚 。对于更高阶的导数𝑈

*(𝑘)
𝑚 ，同样可以由改写欧

拉方程，结合外插得到的关于 𝑉3 的各阶导数和之前得到的低阶空间导数 𝑈
*(𝑗)
𝑚 , 𝑗 =

1, . . . , 𝑘 − 1, 表示。
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随着导数阶数的升高，方程会变得更加复杂。对于二阶及以上空间导数，可以直

接用 Lagrange 型外插或者 WENO 型外插计算投影变量的导数，然后返回到原来的空

间得到。此时 𝑈*(𝑘), 𝑘 = 2, 3, 4 可以通过求解下面的方程组得到，

𝐿 (𝑈𝑁)

⎛⎜⎜⎝
𝑈

*(𝑘)
1

𝑈
*(𝑘)
2

𝑈
*(𝑘)
3

⎞⎟⎟⎠ =

⎛⎜⎜⎝
𝑉

*(𝑘)
1

𝑉
*(𝑘)
2

𝑉
*(𝑘)
3

⎞⎟⎟⎠ . (2.25)

边界 𝑥 = 1 附近的虚拟单元值 𝑈𝑗 的赋值算法总结如下：

假设在时间层 𝑡𝑛，内部的单元值 𝑈𝑗, 𝑗 = 0, . . . , 𝑁 已经被更新，

1. 计算 Jacobian矩阵𝐴⊥(𝑈𝑁)的特征值 𝜆(𝑈𝑁),𝑚 = 1, 2, 3以及对应的特征矩阵𝐿(𝑈𝑁)

和 𝑅(𝑈𝑁)。由 𝜆(𝑈𝑁)𝑚 的符号确定需要的入流边界条件 𝑔𝑚(𝑡)。

2. 由 (2.22) 计算出流特征变量 (𝑉𝑚)𝑗, 𝑗 = 𝑁 − 𝑠+1, . . . , 𝑁，然后利用 Lagrange 型外插

或者 WENO 型外插得到边界处导数值 𝑉
*(𝑘)
𝑚 , 𝑘 = 0, . . . , 𝑠− 1。

3. 通过已经给定的边界条件和外插得到的 𝑉
*(0)
𝑚 计算 𝑈

*(0)
𝑚 ,𝑚 = 1, 2, 3。

4. 利用逆 Lax-Wendroff 步骤将边界条件 𝑔𝑚(𝑡) 的一阶导数 𝑔′𝑚(𝑡) 表示成一阶或者零阶

空间导数的组合，同时结合外插得到的方程，组成线性方程组或者最小二乘问题进行

求解，得到 𝑈
*(1)
𝑚 ,𝑚 = 1, 2, 3。

5. 利用 Lagrange 型外插或者 WENO 型外插得到的 𝑉
*(𝑘)
𝑚 ，结合 (2.25) 得到高阶导数

𝑈
*(𝑘)
𝑚 , 𝑘 = 2, . . . , 𝑠− 1。

6. 通过 Taylor 展开的数值积分 (2.21) 得到虚拟单元上的单元平均。

2.2 二二二维维维逆逆逆 Lax-Wendroff 方方方法法法

二维情形下，双曲守恒律方程关于空间的半离散格式为 (2.26)，

𝑑

𝑑𝑡
𝑈𝑖,𝑘(𝑡) = 𝐿(𝑈) = − 1

Δ𝑥

(︁ ̂︀𝐹𝑖+1/2,𝑘 − ̂︀𝐹𝑖−1/2,𝑘

)︁
− 1

Δ𝑦

(︁ ̂︀𝐺𝑖,𝑘+1/2 − ̂︀𝐺𝑖,𝑘−1/2

)︁
, (2.26)

其中 ̂︀𝐹𝑖+1/2,𝑘 和 ̂︀𝐺𝑖,𝑘+1/2 为数值流通量函数，定义如下

̂︀𝐹𝑖+1/2,𝑘 =
∑︁
𝑙

𝜃𝑙 ̂︀𝐹 (︁𝑈−
𝑖+1/2,𝑘+𝜎𝑙

,𝑈+
𝑖+1/2,𝑘+𝜎𝑙

)︁
, (2.27)

̂︀𝐺𝑖,𝑘+1/2 =
∑︁
𝑙

𝜃𝑙 ̂︀𝐺(︁𝑈−
𝑖+𝜎𝑙,𝑘+1/2,𝑈

+
𝑖+𝜎𝑙,𝑘+1/2

)︁
. (2.28)

数值流通量 ̂︀𝐹 (𝑎, 𝑏) 和 ̂︀𝐺(𝑎, 𝑏) 为 Lax-Friedrichs 数值流通量。𝜃𝑙 和 𝜎𝑙 分别表示 Gauss

积分的权和节点，取值为 𝜃𝑙 =
5
18
, 8
18
, 5
18
, 𝜎𝑙 = −

√
15
10

, 0,+
√
15
10

, 𝑙 = 0, 1, 2。此时需要给出

边界附近虚拟单元上的平均值 𝑈𝑖,𝑗。下面分别在二维标量方程和方程组情形下介绍逆

Lax-Wendroff 边界处理方法以及二维有限体积形式 WENO 型外插。
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2.2.1 二二二维维维标标标量量量逆逆逆 Lax-Wendroff 方方方法法法

首先考虑二维标量情形下的双曲守恒律方程⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
𝑢𝑡 + 𝑓(𝑢)𝑥 + 𝑔(𝑢)𝑦 = 0 (𝑥, 𝑦) ∈ (−1, 1)× (−1, 1), 𝑡 > 0,

𝑢(−1, 𝑦, 𝑡) = ℎ(𝑦, 𝑡) 𝑡 > 0,

𝑢(𝑥, 𝑦, 0) = 𝑢0(𝑥, 𝑦) (𝑥, 𝑦) ∈ [−1, 1]× [−1, 1].

(2.29)

考虑如图 2.1 所示的边界附近的某些单元，虚线区域表示需要赋值的虚拟单元，红色

图图图 2.1 边边边界界界区区区域域域虚虚虚拟拟拟单单单元元元赋赋赋值值值示示示意意意图图图

+ 表示在虚拟单元 𝐼−2,𝑗 和 𝐼−1,𝑗 上用到的 Gauss 节点。每个虚拟单元的单元平均可以

数值积分得到，

𝑢𝑛
𝑚,𝑙 =

∑︁
𝑔

∑︁
𝑘

𝜃𝑔𝜃𝑘𝑢(𝑥𝑚+𝜎𝑔 , 𝑦𝑙+𝜎𝑘
, 𝑡𝑛), 𝑚 = −2,−1, 𝑙 = 𝑗 − 1, 𝑗, 𝑗 + 1, (2.30)

其中 𝜃𝑔 和 𝜎𝑔 表示 Gauss 积分的权和节点。𝑢(𝑥𝑚+𝜎𝑔 , 𝑦𝑙+𝜎𝑘
, 𝑡𝑛) 表示 𝑢(𝑥, 𝑦, 𝑡𝑛) 在边界

点 (−1, 𝑦𝑙+𝜎𝑘
) 上的 Taylor 展开在 (𝑥𝑚+𝜎𝑔 , 𝑦𝑙+𝜎𝑘

) 上的取值。𝑢(𝑥, 𝑦, 𝑡𝑛) 在 (−1, 𝑦𝑙+𝜎𝑘
) 的

Taylor 展开为

𝑢(𝑥, 𝑦, 𝑡𝑛) =

𝑠−1∑︁
𝑘=0

(︂
(𝑥+ 1)

𝜕

𝜕𝑥
+ (𝑦 − 𝑦𝑙+𝜎𝑘

)
𝜕

𝜕𝑦

)︂𝑘

𝑢(−1, 𝑦𝑙+𝜎𝑘
, 𝑡𝑛) +𝑂(Δ𝑥𝑠).

所以对于 3 阶格式，𝑢(𝑥, 𝑦𝑙+𝜎𝑘
, 𝑡𝑛) 为

𝑢(𝑥, 𝑦𝑙+𝜎𝑘
, 𝑡𝑛) =

2∑︁
𝑘=0

(𝑥+ 1)𝑘

𝑘!

𝜕𝑘𝑢(−1, 𝑦𝑙+𝜎𝑘
, 𝑡𝑛)

𝜕𝑥𝑘
+𝑂(Δ𝑥3), (2.31)
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记作

𝑢(𝑥, 𝑦𝑙+𝜎𝑘
, 𝑡𝑛) =

2∑︁
𝑘=0

(𝑥+ 1)𝑘

𝑘!
𝑢*(𝑘), (2.32)

𝑢*(𝑘) 为
𝜕𝑘𝑢(−1,𝑦𝑙+𝜎𝑘

,𝑡𝑛)

𝜕𝑥𝑘 的 3-k 阶逼近。因此为了求图 2.1 中 𝐼−2,𝑗 和 𝐼−1,𝑗 上的 Gauss 节

点值，只需要求对应的 A，B 两点上的空间导数值。

𝑢*(0) 可以直接由边界条件赋值

𝑢*(0) = 𝑢(−1, 𝑦𝑙+𝜎𝑘
, 𝑡𝑛) = ℎ(𝑦𝑙+𝜎𝑘

, 𝑡𝑛). (2.33)

𝑢*(1) 用逆 Lax-Wendroff 方法处理。由方程 (2.29) 可知𝑢𝑥 = 1
𝑓 ′(𝑢)

(−𝑢𝑡 − 𝑔′(𝑢)𝑢𝑦), 所以

𝑢*(1) =
−ℎ𝑡(𝑦𝑙+𝜎𝑘

, 𝑡𝑛)− 𝑔′(ℎ(𝑦𝑙+𝜎𝑘
, 𝑡𝑛))ℎ𝑦(𝑦𝑙+𝜎𝑘

, 𝑡𝑛)

𝑓 ′(ℎ(𝑦𝑙+𝜎𝑘
, 𝑡𝑛))

. (2.34)

对于 𝑢*(2)，对方程 (2.29) 两端分别关于 𝑡, 𝑥, 𝑦 求偏导，可以得到三个方程，求解

方程组可以得到 𝑢𝑥𝑥(−1, 𝑦𝑙+𝜎𝑘
, 𝑡𝑛)。但是随着导数阶数的增加，逆 Lax-Wendroff 过程

计算变得复杂，因此本文采用外插方法构造二阶及以上空间导数值，具体构造过程在

下面进行叙述。

2.2.2 二二二维维维 WENO 型型型外外外插插插

假设计算区域内部 𝑢𝑛
𝑖,𝑗, 𝑖 = 0, . . . , 𝑁𝑥, 𝑗 = 0, . . . , 𝑁𝑦 已经更新，下面考虑构造外插

多项式模板 𝜉 ⊂ Ω，然后构造插值多项式得到 𝑢*(𝑘), 𝑘 = 0, . . . , 𝑠− 1. 对于 3 阶 WENO

型外插，需要 𝜉 包含三个小模板 𝑆0, 𝑆1, 𝑆2, 并且满足 𝑆0 ⊂ 𝑆1 ⊂ 𝑆2。

图图图 2.2 边边边界界界区区区域域域

为了求 𝑦𝑗+𝜎𝑙
上的导数，选择模板 𝑆𝑟, 𝑟 = 0, 1, 2，因为要在模板上构造 Q 次元多项
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式，所以每个模板包含 (𝑟 + 1)2 个小单元，

𝑆0 = {𝐼0,𝑗} ,

𝑆1 = {𝐼0,𝑗−1, 𝐼1,𝑗−1, 𝐼0,𝑗, 𝐼1,𝑗} ,

𝑆2 = {𝐼0,𝑗−1, 𝐼1,𝑗−1, 𝐼2,𝑗−1, 𝐼0,𝑗, 𝐼1,𝑗, 𝐼2,𝑗, 𝐼0,𝑗+1, 𝐼1,𝑗+1, 𝐼2,𝑗+1} .

(2.35)

对于 𝑗 = 0，此时没有足够的内部单元去构造上面的模板，𝑆1 和 𝑆2 应该进行相应的调

整，此时可以选取

𝑆0 = {𝐼0,0} , 𝑆1 = {𝐼0,0, 𝐼1,0, 𝐼0,1, 𝐼1,1} , 𝑆2 = {𝐼0,0, 𝐼1,0, 𝐼2,0, 𝐼0,1, 𝐼1,1, 𝐼2,1, 𝐼0,2, 𝐼1,2, 𝐼2,2} .

对于 𝑗 = 𝑁𝑦 同样可以选择类似方式调整模板。

在给定的模板 (2.35) 上构造 Q 次元多项式 𝑝𝑘(𝑥, 𝑦), 𝑘 = 0, 1, 2，分别满足

1

Δ𝑥Δ𝑦

∫︁
𝐼𝑚,𝑙∈𝑆0

𝑝0(𝑥, 𝑦)𝑑𝑥𝑑𝑦 = 𝑢𝑚,𝑙,

1

Δ𝑥Δ𝑦

∫︁
𝐼𝑚,𝑙∈𝑆1

𝑝1(𝑥, 𝑦)𝑑𝑥𝑑𝑦 = 𝑢𝑚,𝑙,

1

Δ𝑥Δ𝑦

∫︁
𝐼𝑚,𝑙∈𝑆2

𝑝2(𝑥, 𝑦)𝑑𝑥𝑑𝑦 = 𝑢𝑚,𝑙.

每个模板上多项式的具体形式为

𝑝0(𝑥, 𝑦) = 𝑢0,𝑗,

𝑝1(𝑥, 𝑦) = 𝑢0,𝑗−1

(︂
1− 𝑥− 𝑥0

Δ𝑥
− 𝑦 − 𝑦𝑗−1

Δ𝑦
+

(𝑥− 𝑥0) (𝑦 − 𝑦𝑗−1)

Δ𝑥Δ𝑦

)︂
+ 𝑢1,𝑗−1

(︂
1 +

𝑥− 𝑥1

Δ𝑥
− 𝑦 − 𝑦𝑗−1

Δ𝑦
− (𝑥− 𝑥1) (𝑦 − 𝑦𝑗−1)

Δ𝑥Δ𝑦

)︂
+ 𝑢0,𝑗

(︂
1− 𝑥− 𝑥0

Δ𝑥
+

𝑦 − 𝑦𝑗
Δ𝑦

− (𝑥− 𝑥0)(𝑦 − 𝑦𝑗)

Δ𝑥Δ𝑦

)︂
+ 𝑢1,𝑗

(︂
1 +

𝑥− 𝑥1

Δ𝑥
+

𝑦 − 𝑦𝑗
Δ𝑦

+
(𝑥− 𝑥1)(𝑦 − 𝑦𝑗)

Δ𝑥Δ𝑦

)︂
,

𝑝2(𝑥, 𝑦) = 𝑢0,𝑗−1𝑙0,𝑗−1(𝑥, 𝑦) + 𝑢1,𝑗−1𝑙1,𝑗−1(𝑥, 𝑦) + 𝑢2,𝑗−1𝑙2,𝑗−1(𝑥, 𝑦)

+ 𝑢0,𝑗𝑙0,𝑗(𝑥, 𝑦) + 𝑢1,𝑗𝑙1,𝑗(𝑥, 𝑦) + 𝑢2,𝑗𝑙2,𝑗(𝑥, 𝑦)

+ 𝑢0,𝑗+1𝑙0,𝑗+1(𝑥, 𝑦) + 𝑢1,𝑗+1𝑙1,𝑗+1(𝑥, 𝑦) + 𝑢2,𝑗+1𝑙2,𝑗+1(𝑥, 𝑦),

(2.36)

这里 𝑙𝑚,𝑗+𝑛,𝑚 = 0, 1, 2, 𝑛 = −1, 0, 1为二维WENO的基函数。如果 𝑢(𝑥, 𝑦, 𝑡) 在边界附近

光滑，𝑢*(𝑘) 可以直接用线性权计算

𝑢*(𝑘) =

2∑︁
𝑟=0

𝑑𝑟
𝜕𝑘𝑝𝑟(𝑥, 𝑦)

𝜕𝑥𝑘

⃒⃒⃒⃒
⃒
(𝑥−1/2,𝑦𝑗+𝜎𝑙

)

,
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𝑑𝑟 是线性权，

𝑑0 = Δ𝑥2 +Δ𝑦2, 𝑑1 =
√︀

Δ𝑥2 +Δ𝑦2, 𝑑2 = 1− 𝑑0 − 𝑑1.

但是当边界附近出现间断时候，使用如下形式的 WENO 型外插

𝑢*(𝑘) =

2∑︁
𝑟=0

𝜔𝑟
𝜕𝑘𝑝𝑟(𝑥, 𝑦)

𝜕𝑥𝑘

⃒⃒⃒⃒
⃒
(𝑥−1/2,𝑦𝑗+𝜎𝑙

)

, (2.37)

𝜔𝑟 是非线性权，

𝜔𝑟 =
̃︀𝜔𝑟∑︀2
𝑠=0 ̃︀𝜔𝑠

,

这里

̃︀𝜔𝑟 =
𝑑𝑟

(𝜖+ 𝛽𝑟)
2 , 𝜖 = 10−6.

光滑指示子 𝛽𝑟 取法如下

𝛽0 = Δ𝑥2 +Δ𝑦2,

𝛽𝑟 =
∑︁

1≤|𝛼|≤𝑟

∫︁
𝐾

|𝐾||𝛼|−1 (𝐷𝑟𝑝𝑟(𝑥, 𝑦))
2 𝑑𝑥𝑑𝑦, 𝑟 = 1, 2,

(2.38)

其中 𝐾 = [𝑥−3/2, 𝑥−1/2]× [𝑦𝑗−1/2, 𝑦𝑗+1/2]，可以证明，在光滑的情形下，

𝜔0 = 𝑂
(︀
Δ𝑥2 +Δ𝑦2

)︀
, 𝜔1 = 𝑂(

√︀
Δ𝑥2 +Δ𝑦2), 𝜔2 = 1− 𝜔0 − 𝜔1.

2.2.3 二二二维维维方方方程程程组组组逆逆逆 Lax-Wendroff 方方方法法法

考虑带有初边值条件的二维欧拉方程组

𝑈𝑡 + 𝐹 (𝑈)𝑥 +𝐺(𝑈)𝑦 = 0, (𝑥, 𝑦) ∈ Ω, 𝑡 > 0, (2.39)

其中 𝑈 = (𝑈1, 𝑈2, 𝑈3, 𝑈4)
𝑇 = (𝜌, 𝜌𝑢, 𝜌𝑣, 𝐸)𝑇 , 𝐹 (𝑈 ) 和 𝐺(𝑈) 为流通量函数，

𝐹 (𝑈 ) =
(︀
𝜌𝑢, 𝜌𝑢2 + 𝑝, 𝜌𝑢𝑣, 𝑢(𝐸 + 𝑝)

)︀𝑇
, 𝐺(𝑈) =

(︀
𝜌𝑣, 𝜌𝑢𝑣, 𝜌𝑣2 + 𝑝, 𝑣(𝐸 + 𝑝)

)︀𝑇
.

𝜌、𝑢、𝑣、𝑝、𝐸 分别表示密度、𝑥 方向的速度、𝑦 方向速度、压强和能量。状态方

程为

𝐸 =
𝑝

𝛾 − 1
+

1

2
𝜌
(︀
𝑢2 + 𝑣2

)︀
,
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空气在常温状态下，取 𝛾 = 1.4。

假设区域 Ω 内部的单元平均值已经通过内部格式更新，边界 𝜕Ω 上点 𝑃0(𝑥0, 𝑦0)

的外法向量 𝑛 = (𝑛1, 𝑛2) 穿过虚拟单元上的点 𝑃 (𝑥, 𝑦)，由于 Taylor 展开中需要的是

Gauss 点上的值，可以把 𝑃 理解成某个 Gauss 节点。在 𝑃0 处可以做局部坐标变换⎛⎝ �̂�

𝑦

⎞⎠ =

⎛⎝ cos 𝜃 sin 𝜃

− sin 𝜃 cos 𝜃

⎞⎠⎛⎝ 𝑥

𝑦

⎞⎠ = 𝑇

⎛⎝ 𝑥

𝑦

⎞⎠ , (2.40)

𝜃 表示法向量 𝑛 与 𝑥 轴的夹角。在局部坐标系下，二维欧拉方程 (2.39) 可以表示成

̂︀𝑈𝑡 + 𝐹 ( ̂︀𝑈)̂︀𝑥 +𝐺( ̂︀𝑈)̂︀𝑦 = 0, (2.41)

其中 ̂︀𝑈 =
(︁̂︀𝑈1, ̂︀𝑈2, ̂︀𝑈3, ̂︀𝑈4

)︁𝑇
= (𝜌, 𝜌�̂�, 𝜌𝑣, 𝐸)𝑇 , (�̂�, 𝑣)𝑇 = 𝑇 (𝑢, 𝑣)𝑇 . 在边界处，𝐹 的

Jacobian 矩阵为

𝐴⊥( ̂︀𝑈𝑏) =
𝜕𝐹 ( ̂︀𝑈)

𝜕 ̂︀𝑈
⃒⃒⃒⃒
⃒ ̂︀𝑈= ̂︀𝑈𝑏

,

̂︀𝑈𝑏 = ̂︀𝑈(𝑥0, 𝑦0, 𝑡)。Jacobian 矩阵对应的 4 个特征值为

𝜆1( ̂︀𝑈𝑏) = �̂�𝑏 − 𝑐𝑏, 𝜆2( ̂︀𝑈𝑏) = 𝜆3( ̂︀𝑈𝑏) = �̂�𝑏, 𝜆4( ̂︀𝑈𝑏) = �̂�𝑏 + 𝑐𝑏.

左特征矩阵为

𝐿
(︁ ̂︀𝑈𝑏

)︁
=

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎝
𝑙1( ̂︀𝑈𝑏)

𝑙2( ̂︀𝑈𝑏)

𝑙3( ̂︀𝑈𝑏)

𝑙4( ̂︀𝑈𝑏)

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎠ =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎝
𝑙1,1( ̂︀𝑈𝑏) 𝑙1,2( ̂︀𝑈𝑏) 𝑙1,3( ̂︀𝑈𝑏) 𝑙1,4( ̂︀𝑈𝑏)

𝑙2,1( ̂︀𝑈𝑏 𝑙2,2( ̂︀𝑈𝑏) 𝑙2,3( ̂︀𝑈𝑏) 𝑙2,4( ̂︀𝑈𝑏)

𝑙3,1( ̂︀𝑈𝑏) 𝑙3,2( ̂︀𝑈𝑏) 𝑙3,3( ̂︀𝑈𝑏) 𝑙3,4( ̂︀𝑈𝑏)

𝑙4,1( ̂︀𝑈𝑏) 𝑙4,2( ̂︀𝑈𝑏) 𝑙4,3( ̂︀𝑈𝑏) 𝑙4,4( ̂︀𝑈𝑏)

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎠ ,

需要的边界条件数量由特征值符号确定。假设 𝜆𝑚( ̂︀𝑈𝑏) ≤ −𝛼 < 0,𝑚 = 1, 2, 3, 但是

𝜆4( ̂︀𝑈𝑏) ≥ 𝛼 > 0，此时需要 3 个边界条件，

̂︀𝑈1 (𝑥0, 𝑦0, 𝑡) = 𝑔1(𝑡), ̂︀𝑈2 (𝑥0, 𝑦0, 𝑡) = 𝑔2(𝑡), ̂︀𝑈3 (𝑥0, 𝑦0, 𝑡) = 𝑔3(𝑡).

𝑃 点上的值可以由 s-1 阶 Taylor 展开逼近

(̂︀𝑈𝑚)𝑔,𝑙 =

𝑠−1∑︁
𝑘=0

𝑑𝑘

𝑘!
̂︀𝑈*(𝑘)
𝑚 , 𝑚 = 1, . . . , 4, (2.42)

𝑑 表示新坐标系下 P 点的 ̂︀𝑥 坐标，̂︀𝑈*(𝑘)
𝑚 是 𝜕𝑘 ̂︀𝑈𝑚

𝜕̂︀𝑥𝑘 (𝑥0, 𝑦0, 𝑡𝑛) 的 s-k 阶逼近。

在局部特征分解中，̂︀𝑈𝑏 用 ̂︀𝑈0,𝑙 代替，̂︀𝑈0,𝑙 表示离所求 𝑃0 点距离最近的内部单元平均
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值。对于 𝑃0 附近需要的出流局部特征变量 𝑉4 定义为

(𝑉4)𝜇,𝜈 = 𝑙4( ̂︀𝑈0) ̂︀𝑈𝜇,𝜈 , (2.43)

其中 ̂︀𝑈𝜇,𝜈 为建立插值多项式所需要的单元平均。外插 (𝑉4)𝜇,𝜈 可以得到 𝑉4 关于 ̂︀𝑥 的导
数值𝑉

*(𝑘)
4 , 𝑘 = 1, . . . , 𝑠− 1。

对于 𝑈*(0)，可以由边界条件和 𝑉4 = 𝑙4 ̂︀𝑈 得到̂︀𝑈*(0)
1 = 𝑔1(𝑡), ̂︀𝑈*(0)

2 = 𝑔2(𝑡), ̂︀𝑈*(0)
3 = 𝑔3(𝑡),̂︀𝑈*(0)

4 =
1

𝑙4,4( ̂︀𝑈0)

[︁
𝑉

*(0)
4 − 𝑙4,1( ̂︀𝑈0)̂︀𝑈*(0)

1 − 𝑙4,2( ̂︀𝑈0)̂︀𝑈*(0)
2 − 𝑙4,3( ̂︀𝑈0)̂︀𝑈*(0)

3

]︁
.

(2.44)

对于 ̂︀𝑈*(1)，利用逆 Lax-Wendroff 方法处理 (2.41) 可以得到 ̂︀𝑈*(1)
1 , ̂︀𝑈*(1)

2 , ̂︀𝑈*(1)
3 ，结合外

插得到的 𝑉
*(1)
4 可以得到方程组

𝐴 ̂︀𝑈 *(1) = 𝑏, (2.45)

其中 𝐴, ̂︀𝑈 *(1) 和 𝑏, 分别为

𝐴 =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

0 1 0 0

𝛾−3
2

(︂
𝑈

*(0)
2

𝑈
*(0)
1

)︂2

+ 𝛾−1
2

(︂
𝑈

*(0)
3

𝑈1
*(0)

)︂2

(3− 𝛾)
𝑈

*(0)
2

𝑈
*(0)
1

(1− 𝛾)
𝑈

*(0)
3

𝑈
*(0)
1

(𝛾 − 1)

−𝑈
*(0)
2

𝑈
*(0)
1

𝑈
*(0)
3

𝑈
*(0)
1

𝑈
*(0)
3

𝑈
*(0)
1

𝑈
*(0)
2

𝑈
*(0)
1

0

𝑙4,1(̂︀𝑈0) 𝑙4,2(̂︀𝑈0) 𝑙4,3(̂︀𝑈0) 𝑙4,4(̂︀𝑈0)

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
,

�̂� *(1) =
(︁
�̂�

*(1)
1 , �̂�

*(1)
2 , �̂�

*(1)
3 , �̂�

*(1)
4

)︁𝑇
,

𝑏 =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

−𝑔′1(𝑡𝑛)− 𝜕
𝜕̂︀𝑦
(︁̂︀𝑈*(0)

3

)︁
−𝑔′2(𝑡𝑛)− 𝜕

𝜕̂︀𝑦
(︂ ̂︀𝑈*(0)

2
̂︀𝑈*(0)
3̂︀𝑈*(0)

1

)︂
−𝑔′3(𝑡𝑛)− 𝜕

𝜕̂︀𝑦
[︂
(𝛾 − 1)̂︀𝑈*(0)

4 − 𝛾−1
2

(̂︀𝑈*(0)
2 )2̂︀𝑈*(0)
1

+ 3−𝛾
2

(̂︀𝑈*(0)
3 )2̂︀𝑈*(0)
1

]︂
𝑉

*(1)
4

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
.

求解上面的方程组可以得到 ̂︀𝑈*(1)
𝑚 。对于二阶及以上导数，使用外插计算即可。

下面总结上述二维欧拉方程的求解算法：

1.确定局部坐标变换 (2.40)，然后计算变换后方程的 Jacobian 矩阵的特征值 𝜆𝑚( ̂︀𝑈0) 和

左特征矩阵 𝐿( ̂︀𝑈0)，通过特征值的符号确定需要的边界条件 𝑔𝑚 的数量。

2.构建出流特征变量 (𝑉𝑚)𝜇,𝜈 = 𝑙𝑚( ̂︀𝑈0) ̂︀𝑈𝜇,𝜈，通过 WENO 型外插构造 𝑉
*(𝑘)
𝑚 , 𝑘 =
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0, . . . , 𝑠− 1。

3.由 (2.44) 和 (2.45) 得到 ̂︀𝑈*(0) 和 ̂︀𝑈*(1)。对于二阶及以上导数用 WENO 型外插计算。

4.通过 (2.42) 计算虚拟单元上的 Gauss 点值，然后由 ̂︀𝑈 转化到 𝑈。

当时间层 𝑡𝑛 内部单元和虚拟单元上的单元平均更新完成后，内部格式在时间上采

用 Runge-Kutta 方法 (2.46) 进行更新，

𝑈 (1) = 𝑈𝑛+Δ𝑡𝐿 (𝑈𝑛) , 𝑈 (2) =
3

4
𝑈𝑛+

1

4
𝑈 (1)+

1

4
Δ𝑡𝐿

(︀
𝑈 (1)

)︀
, 𝑈𝑛+1 =

1

3
𝑈𝑛+

2

3
𝑈 (2)+

2

3
Δ𝑡𝐿

(︀
𝑈 (2)

)︀
,

(2.46)

边界处也应该采用和 Runge-Kutta 方法匹配的时间离散进行处理。如果对与时间相关

的边界条件 𝑔(𝑡) 采用传统的处理方法

𝑈𝑛 ∼ 𝑔 (𝑡𝑛) , 𝑈 (1) ∼ 𝑔 (𝑡𝑛 +Δ𝑡) , 𝑈 (2) ∼ 𝑔 (𝑡𝑛 +Δ𝑡/2) ,

会下降到二阶精度[41]，可以采用下面的匹配方法更新边界条件，

𝑈𝑛 ∼ 𝑔 (𝑡𝑛) , 𝑈 (1) ∼ 𝑔 (𝑡𝑛) + Δ tg′ (𝑡𝑛) , 𝑈 (2) ∼ 𝑔 (𝑡𝑛) +
1

2
Δ𝑡𝑔′ (𝑡𝑛) +

1

4
Δ𝑡2𝑔′′ (𝑡𝑛),

(2.47)

此种时间匹配方法不会导致降阶，可以保证三阶精度。

3 数数数值值值实实实验验验

本章通过数值实验展示有限体积形式逆 Lax-Wendroff 数值边界处理方法的性能。

所有数值实验中的 CFL 数取 0.6，计算区域内部 WENO-ZQ 格式的线性权取𝛾1 = 0.8、

𝛾2 = 0.1、𝛾3 = 0.1。

算例1 首先考虑波动方程⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
𝑢𝑡 + 𝑢𝑥 = 0 𝑥 ∈ (−1, 1), 𝑡 > 0,

𝑢(𝑥, 0) = 0.25 + 0.5 sin(𝜋𝑥) 𝑥 ∈ [−1, 1],

𝑢(−1, 𝑡) = 𝑔(𝑡) 𝑡 > 0.

𝑥 = −1 是入流边界，需一个边界条件描述，𝑥 = 1 是出流边界，不需要边界条件。

首先取边界条件为

𝑔(𝑡) = 0.25− 0.5 sin[𝜋(1 + 𝑡)], (3.1)

此时上述初边值问题有光滑的精确解𝑢(𝑥, 𝑡) = 0.25 + 0.5 sin[𝜋(𝑥− 𝑡)].

在边界处分别采用 2 阶和 4 阶 Taylor 展开，计算区域内部分别使用 3 阶和 5 阶

WENO-ZQ 格式。在边界条件 (3.1) 下，计算 𝑡 = 1 时刻的精度，误差分别见表 3.1 和
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表 3.2。当使用 2 阶 Taylor 展开时，由表 3.1 可知格式可以达到 3 阶精度；当使用 4

阶 Taylor 展开时，由表 3.2 可知格式可以达到所需要的 5 阶精度。

表表表 3.1 波波波动动动方方方程程程 3 阶阶阶精精精度度度测测测试试试，，，𝑡 = 1。。。

N 𝐿∞ 𝐿1 𝐿2

error order error order error order

10 3.4053E-02 1.9532E-02 2.1907E-02

20 4.8058E-03 2.825 2.4912E-03 2.971 2.8791E-03 2.928

40 5.9603E-04 3.011 3.2335E-04 2.946 3.6915E-04 2.963

80 7.4799E-05 2.994 4.0958E-05 2.981 4.6448E-05 2.991

160 9.3585E-06 2.999 5.1371E-06 2.995 5.8132E-06 2.998

320 1.1702E-06 2.999 6.4246E-07 2.999 7.2689E-07 3.000

640 1.4629E-07 3.000 8.0296E-08 3.000 9.0865E-08 3.000

1280 1.8287E-08 3.000 1.0036E-08 3.000 1.1359E-08 3.000

表表表 3.2 波波波动动动方方方程程程 5 阶阶阶精精精度度度测测测试试试，，，𝑡 = 1。。。

N 𝐿∞ 𝐿1 𝐿2

error order error order error order

10 4.6334E-02 1.7926E-02 2.1695E-02

20 1.3255E-03 5.127 5.0340E-04 5.154 6.5365E-04 5.053

40 1.0019E-04 3.726 1.1327E-05 5.474 2.4905E-05 4.714

80 2.0312E-06 5.624 1.5854E-07 6.159 3.6425E-07 6.095

160 5.4482E-09 8.542 1.8652E-09 6.409 2.1057E-09 7.435

320 1.7433E-10 4.966 5.8799E-11 4.987 6.6161E-11 4.992

640 5.5012E-12 4.986 1.7229E-12 5.093 1.9573E-12 5.079

接下来考虑边界条件

𝑔(𝑡) =

⎧⎨⎩ 0.25 𝑡 ≤ 1,

−1 𝑡 > 1.

此时上述初边值问题的精确解为

𝑢(𝑥, 𝑡) =

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
−1 𝑥 < 𝑡− 2,

0.25 𝑡− 2 ≤ 𝑥 < 𝑡− 1,

0.25 + 0.5 sin[𝜋(𝑥− 𝑡)] 𝑥 ≥ 𝑡− 1.

19



可以看出，当 𝑡 ≤ 1 时，由于 𝑔(𝑡) 不连续导致精确解的一阶导数存在间断。当 𝑡 > 1

时，此时会有间断由入流边界进入计算区域内部。分别用 3 阶和 5 阶格式计算 𝑡 = 1.5

时刻的解，解的图像见图 3.1，可以看出 3 阶格式在间断处出现轻微振荡，5 阶格式能

够很好地捕捉间断，总体上逆 Lax-Wendroff 数值边界处理方法有较高的分辨率。

X

U

-0.5 0 0.5

-1

-0.8

-0.6

-0.4

-0.2

0

0.2

exact solution
WENO3ZQ

X

U

-0.5 0 0.5

-1

-0.8

-0.6

-0.4

-0.2

0

0.2

exact solution
WENO5ZQ

图图图 3.1 波波波动动动方方方程程程，，，Δ𝑥 = 1/50，，，𝑡 = 1.5。。。三三三阶阶阶（（（左左左））），，，五五五阶阶阶（（（右右右）））。。。

算例2 考虑 Burgers 方程⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
𝑢𝑡 + (1

2
𝑢2)𝑥 = 0 𝑥 ∈ (−1, 1), 𝑡 > 0,

𝑢(𝑥, 0) = 0.25 + 0.5 sin(𝜋𝑥) 𝑥 ∈ [−1, 1],

𝑢(−1, 𝑡) = 𝑔(𝑡) 𝑡 > 0.

把 Burgers 初值问题在周期边界条件下计算得到的精确解记为 𝑤(𝑥, 𝑡)。设 𝑔(𝑡) =

𝑤(−1, 𝑡)，左边界 𝑥 = −1 是入流边界，右边界 𝑥 = 1 是出流边界。当计算时间 𝑡 = 0.3

时，方程的解是光滑的。在边界处采用 4 阶 Taylor 展开，误差见表 3.3，此时格式达

到 5 阶精度。

当计算时间 𝑡 = 1.1 时，方程的解出现间断。采用 5 阶逆 Lax-Wendroff 格式进行

计算，解的图像见图 3.2(左)，可以看出 5 阶逆 Lax-Wendroff 格式能够较好地捕捉间

断，具有高分辨率。

X

U

-0.5 0 0.5

-0.2

0

0.2

0.4

0.6

0.8

exact solution
WENO5ZQ

X

U

-0.5 0 0.5

-0.2

0

0.2

0.4

0.6

0.8

exact
Lagrange
WENO type

X

U

-1 -0.5 0 0.5 1

0.1

0.15

0.2

0.25

0.3

0.35 exact solution
Lagrange
WENO type

图图图 3.2 Burgers 方方方程程程，，，Δ𝑥 = 1/40，，，𝑡 = 1.1（（（左左左，，，中中中）））, 𝑡 = 7.8（（（右右右）））。。。
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表表表 3.3 Burgers 方方方程程程精精精度度度测测测试试试，，，𝑡 = 0.3。。。

N 𝐿∞ 𝐿1 𝐿2

error order error order error order

10 2.5501E-02 8.4525E-03 1.2424E-02

20 6.1165E-03 2.060 6.5800E-04 3.683 1.5262E-03 3.025

40 3.8321E-04 3.996 2.2090E-05 4.897 6.8009E-05 4.488

80 3.8599E-05 3.311 1.2647E-06 4.127 4.8738E-06 3.803

160 9.2210E-07 5.388 3.1671E-08 5.319 1.1207E-07 5.443

320 1.5080E-08 5.934 7.3220E-10 5.435 2.1775E-09 5.686

640 4.1645E-10 5.178 1.9986E-11 5.195 5.5229E-11 5.301

1280 1.5405E-11 4.757 5.8556E-13 5.093 1.6194E-12 5.092

为了说明 Lagrange 型外插和 WENO 型外插的区别，采用 5 阶格式，分别选取解

在边界附近光滑和有间断的情形进行测试。图 3.2(中)展示了 𝑡 = 1.1 时刻解在边界附近

光滑的情形，可以看出无论是 Lagrange 型外插还是 WENO 型外插都可以达到满意的

效果。图 3.2(右) 展示了 𝑡 = 7.8 时刻边界附近出现激波的情形，此时 Lagrange 型外插

出现严重下冲，WENO 型外插仍旧表现很好。所以当边界附近出现间断时，应该选择

稳健的 WENO 型外插，可以有效控制振荡。

算例3 考虑一维欧拉方程(2.19)，计算区域为 (−𝜋, 𝜋)，初始条件为

𝜌(𝑥, 0) = 1 + 0.2 sin(𝑥), 𝑢(𝑥, 0) = 1, 𝑝(𝑥, 0) = 2.

假设选择的边界条件能够使精确解是初始条件的变换，有如下形式

𝜌(𝑥, 𝑡) = 1 + 0.2 sin(𝑥− 𝑡), 𝑢(𝑥, 𝑡) = 1, 𝑝(𝑥, 𝑡) = 2.

在每个边界，𝜆1 < 0、𝜆2 > 0、𝜆3 > 0，因此在左边界 𝑥 = −𝜋 处需要两个边界条件，

𝜌(−𝜋, 𝑡) = 1 + 0.2 sin(𝑡), 𝑢(−𝜋, 𝑡) = 1.

在右边界 𝑥 = 𝜋 处需要一个边界条件，可取成

𝜌(𝜋, 𝑡) = 1 + 0.2 sin(𝑡).

在边界处采用 4 阶 Taylor 展开，计算 𝑡 = 2 时刻密度 𝜌 的误差，由计算结果表 3.4 可

以看出，格式达到 5 阶精度。

算例4 为了检验逆 Lax-Wendroff 边界方法处理含有激波的欧拉方程的能力，考虑爆炸
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表表表 3.4 欧欧欧拉拉拉方方方程程程精精精度度度测测测试试试，，，𝑡 = 2。。。

N 𝐿∞ 𝐿1 𝐿2

error order error order error order

10 3.3890E-03 1.0813E-03 1.5354E-03

20 5.3655E-05 5.981 1.1644E-05 6.537 1.7127E-05 6.486

40 1.1698E-06 5.519 2.5507E-07 5.513 3.4273E-07 5.643

80 5.1720E-08 4.499 8.6573E-09 4.881 1.2473E-08 4.780

160 1.8507E-09 4.805 2.6341E-10 5.039 3.9176E-10 4.993

320 5.6327E-11 5.038 8.0855E-12 5.026 1.1946E-11 5.035

640 1.7319E-12 5.023 2.4926E-13 5.020 3.6540E-13 5.031

波问题，此问题涉及激波、稀疏波和接触间断之间的相互作用。初始条件为

𝑈(𝑥, 0) =

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
𝑈𝐿 0 < 𝑥 < 0.1,

𝑈𝑀 0.1 < 𝑥 < 0.9,

𝑈𝑅 0.9 < 𝑥 < 1,

其中

𝜌𝐿 = 𝜌𝑀 = 𝜌𝑅 = 1, 𝑢𝐿 = 𝑢𝑀 = 𝑢𝑅 = 0, 𝑝𝐿 = 103, 𝑝𝑀 = 10−2, 𝑝𝑅 = 102.

在边界 𝑥 = 0 和 𝑥 = 1 处是固壁边界条件。每个边界上都采用 4 阶 Taylor 展开。在入

流边界处，有边界条件 𝑢 = 0，采用 5 阶逆 Lax-Wendroff 边界处理方法进行处理；对

于出流边界，直接采用 5 阶 WENO 型外插。计算 𝑡 = 0.038 时刻密度函数 𝜌 的解，网

格密度 Δ𝑥 分别取 1/800、1/1600、1/3200，密度图像见图 3.3，其中参考解利用 5 阶

WENO-JS 格式加上反射边界条件计算，参考解网格密度取 Δ𝑥 = 1/16000。可以看出，

逆 Lax-Wendroff 边界处理方法加上 WENO 型外插可以给出较好的分辨率。
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图图图 3.3 爆爆爆炸炸炸波波波问问问题题题密密密度度度 𝜌 图图图像像像，，，𝑡 = 0.038。。。Δ𝑥 = 1
800（（（左左左））），，，Δ𝑥 = 1

1600（（（中中中））），，，Δ𝑥 = 1
3200

（（（右右右）））。。。
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算例5 下面考虑二维 Burgers 方程⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩
𝑢𝑡 +

(︁
𝑢2

2

)︁
𝑥
+
(︁

𝑢2

2

)︁
𝑦
= 0 (𝑥, 𝑦) ∈ Ω, 𝑡 > 0,

𝑢(𝑥, 𝑦, 0) = 0.75 + 0.5 sin[𝜋(𝑥+ 𝑦)] (𝑥, 𝑦) ∈ Ω,

𝑢(𝑥, 𝑦, 𝑡) = 𝑔(𝑥, 𝑦, 𝑡) (𝑥, 𝑦) ∈ Γ, 𝑡 > 0,

其中

Ω = (−1, 1)× (−1, 1), Γ = {(𝑥, 𝑦) : 𝑥 = −1 or 𝑦 = −1}

二维 Burgers 方程在区域 (−1, 1) × (−1, 1) 上采用周期边界条件得到的精确解记作

𝑤(𝑥, 𝑦, 𝑡)，设边界条件 𝑔(𝑥, 𝑦, 𝑡) = 𝑤(𝑥, 𝑦, 𝑡)。在边界处采用 2 阶 Taylor 展开，外插采

用 WENO 型外插。当 𝑡 = 0.15 时，Burgers 方程有光滑的精确解，解的误差见表 3.5，

可以看出格式达到了 3 阶精度。 当 𝑡 = 0.55 时，此时方程的精确解含有间断，解沿对

表表表 3.5 二二二维维维Burgers 方方方程程程精精精度度度测测测试试试，，，𝑡 = 0.15。。。

𝑁𝑥 = 𝑁𝑦 𝐿∞ 𝐿1 𝐿2

error order error order error order

10 8.1627E-02 1.5185E-02 2.2058E-02

20 2.2350E-02 1.869 2.3850E-03 2.671 3.8285E-03 2.526

40 4.9853E-03 2.165 3.5110E-04 2.764 6.0785E-04 2.655

80 6.7562E-04 2.883 4.6159E-05 2.927 8.1019E-05 2.907

160 7.8389E-05 3.107 5.8865E-06 2.971 1.0383E-05 2.964

320 1.0848E-05 2.853 7.4438E-07 2.983 1.3223E-06 2.973

640 1.4935E-06 2.861 9.3834E-08 2.988 1.6737E-07 2.982

角线图像见图 3.4，可以看出逆 Lax-Wendroff 格式有较好的分辨率，能够很好地捕捉

整个区域内的激波。同时注意到，即使距离出流边界很近的激波，WENO 型外插也能

很好地处理，给出非振荡的数值解。

算例6 考虑二维欧拉方程 (2.39)，区域为(𝑥, 𝑦) ∈ (0, 2𝜋)× (0, 2𝜋)，初始条件为

𝜌(𝑥, 𝑦, 0) = 1 + 0.2 sin(𝑥+ 𝑦), 𝑢(𝑥, 𝑦, 0) = 1, 𝑣(𝑥, 𝑦, 0) = 1, 𝑝(𝑥, 𝑦, 0) = 2.

欧拉方程初值问题取周期边界条件时候得到的精确解记作 𝑊 (𝑥, 𝑦, 𝑡)，此时精确解的形

式为

𝜌(𝑥, 𝑦, 𝑡) = 1 + 0.2 sin(𝑥+ 𝑦 − 2𝑡), 𝑢(𝑥, 𝑦, 𝑡) = 1, 𝑣(𝑥, 𝑦, 𝑡) = 1, 𝑝(𝑥, 𝑦, 𝑡) = 2.

23



X

U

-0.5 0 0.5

0.2

0.4

0.6

0.8

1

1.2

1.4

图图图 3.4 二二二维维维 Burgers 方方方程程程，，，Δ𝑥 = Δ𝑦 = 1/50，，，𝑡 = 0.55。。。

当在边界处需要边界条件时，由 𝑊 (𝑥, 𝑦, 𝑡) 给出相应的边界条件。需要边界条件的数量

由特征值 𝜆𝑚 的符号确定。例如在边界 𝑥 = 2𝜋 处，此时只有特征值 𝜆1 < 0，需要一个

边界条件，可以取𝜌(2𝜋, 𝑦, 𝑡) = 1 + 0.2 sin(𝑦 − 2𝑡), 在其余边界采用类似的做法取边界条

件。在边界处采用 2 阶 Taylor 展开，计算时刻为 𝑡 = 0.2，密度 𝜌 的误差见表 3.6，可

以看出逆 Lax-Wendroff 格式可以达到 3 阶精度。

表表表 3.6 二二二维维维欧欧欧拉拉拉方方方程程程精精精度度度测测测试试试，，，𝑡 = 0.2。。。

𝑁𝑥 = 𝑁𝑦 𝐿∞ 𝐿1 𝐿2

error order error order error order

10 5.0212E-03 2.5591E-03 3.0168E-03

20 5.4421E-04 3.206 3.1712E-04 3.013 3.5191E-04 3.100

40 6.3817E-05 3.092 4.0220E-05 2.979 4.4667E-05 2.978

80 7.9402E-06 3.007 5.0499E-06 2.994 5.6083E-06 2.994

160 9.9254E-07 3.000 6.3193E-07 2.998 7.0186E-07 2.998

320 1.2413E-07 2.999 7.9026E-08 2.999 8.7774E-08 2.999

640 1.5518E-08 3.000 9.8788E-09 3.000 1.0973E-08 3.000

算例7 考虑二维欧拉方程组的双马赫反射问题，计算区域为 [0, 4] × [0, 1]。反射墙的

位置在计算区域的底部，起始位置在 𝑥 = 1
6
, 𝑦 = 0 处，在反射墙上有固壁边界条件

(𝑢, 𝑣) · 𝑛 = 0。初始时马赫数为 10 的激波向右运动，然后在墙上反射，与 𝑥 轴成 60∘。

上边界所需要的边界条件由马赫数为 10 的激波的精确运动确定，在激波头部左右位置

分别使用波后和波前条件。下边界从 𝑥 = 0 到 𝑥 = 1
6
的位置采用精确的波后条件。在

反射墙的位置采用 2 阶 Taylor 展开和 WENO 型外插进行处理。计算 𝑡 = 0.2 时刻密度
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𝜌 的等值线图。图 3.6 展示了 [0, 3]× [0, 1] 区域逆 Lax-Wendroff 数值边界处理方法和 3

阶 WENO-ZQ 格式在反射墙上利用反射边界条件计算的结果。两种计算结果在双马赫

杆附近区域的图像见图 3.6，可以看出逆 Lax-Wendroff 格式可以得到和 WENO-ZQ 方

法相似的结果。
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图图图 3.5 双双双马马马赫赫赫反反反射射射问问问题题题密密密度度度 𝜌 等等等值值值线线线图图图，，，等等等值值值线线线从从从 1.5 到到到 22.7，，，共共共 30 条条条。。。Δ𝑥 = Δ𝑦 =
1

300，，，𝑡 = 0.2。。。逆逆逆 Lax-Wendroff 方方方法法法（（（上上上））），，，WENO-ZQ 方方方法法法（（（下下下）））。。。
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30 条条条。。。Δ𝑥 = Δ𝑦 = 1
300，，，𝑡 = 0.2。。。逆逆逆 Lax-Wendroff 方方方法法法（（（左左左））），，，WENO-ZQ 方方方法法法（（（右右右）））

4 总总总结结结与与与展展展望望望

本文建立了有限体积框架下双曲守恒律方程的逆 Lax-Wendroff 数值边界处理格

式，并且在边界处构造了更加稳健的有限体积 WENO 型外插，使得边界和笛卡尔网

格以任意形状相交的情形下可以比较准确地给出虚拟单元上的单元平均。当边界附

近光滑时，Lagrange 型外插和 WENO 型外插都表现良好；当边界附近出现间断时，

Lagrange 型外插在间断附近会出现振荡，WENO 型外插能够控制振荡，捕捉间断。逆

Lax-Wendroff 数值边界处理方法的思想是利用给定的方程和边界条件将空间导数转化

到时间导数。为了匹配内部高阶数值格式，在入流边界用逆 Lax-Wendroff 数值边界格

式处理，首先对给定的偏微分方程进行改写，将关于空间的零阶和一阶法向导数表示

成时间导数和切向导数的组合，对于二阶及以上的法向导数通过外插方法得到，然后

将法向导数带入相应阶数的 Taylor 展开里面，进而求出 Gauss 积分节点上的取值，最

后给出虚拟单元上的单元平均。对于出流边界，通过 Lagrange 型外插或者 WENO 型

外插计算所需要的各阶导数值，带入 Taylor 展开求出 Gauss 积分节点上的取值，然后

给出虚拟单元上的取值。通过大量数值实验可以看出，逆 Lax-Wendroff 格式在光滑情

形下可以达到高阶精度，在间断情形下可以很好地捕捉间断，具有高分辨率。

接下来, 希望进一步发展有限体积框架下关于对流扩散方程的逆 Lax-Wendroff 数

值边界处理方法。
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